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數字，你逃不出我的框框！
摘要

本研究主要探討建立偶數階魔方陣的方法，我們發現並不是所有的偶數階魔方陣建立方法都一樣，可分為兩種：
（一）4k階：1.將數字依序填入方陣中；2.固定四角落k×k方格內的數字及中間方陣2k×2k方格內的數字；3.相對應的行或列互換後，數字反方向排列。
（二）4k＋2階：1.畫出中間要固定的4k魔方陣；2.算出剩下的外圍數字個數（4k＋2）
[image: image2.wmf]2

－（4k）
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；3.數字範圍由【（4k＋2）
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－（4k）
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】÷2可推知：(1)中間4k魔方陣外圍剩下的數字範圍、(2)中間4k魔方陣的數字範圍；4.將中間需填入的數字範圍依序填入，並用建立4的倍數階魔方陣方法排列；5.將1~10的數字先固定在四邊的特定位置上【※若要1、4數字固定，則組合有（1,10,4）（1,6,8）（4,2,9）（3,5,7）；若要2、3數字固定，則組合有（2,10,3）（2,4,9）（3,5,7）（1,6,8）】；6.將前半部1~10以外的數字組合填入；7.將與前半部數字相對應的後半部數字補填入。

壹、研究動機
     無意間看到一本趣味數學的書中提到杜勒的畫裡面藏著一個4×4的魔方陣，而且每行、每列、兩條對角線的數字總和加起來都會等於一個數--「魔數」，所以覺得好奇而研究了一下，研究後發現它剛好是一個有規律的數列組成！因為我們在一上曾學過「數的規律」，但卻沒看過這方面的介紹，因此我們想知道魔方陣裡面的數字是怎麼排列的，但找資料的過程中發現奇數階的魔方陣已有多人研究過，所以我們決定從偶數階的魔方陣開始著手研究，看看會有什麼特別、驚人的發現！

貳、研究目的

一、探討如何建立偶數階魔方陣。

二、探討偶數階魔方陣的排列規則。

參、研究設備及器材
一、撲克牌
二、計算機

三、原子筆、螢光筆

四、電腦(Excel、Word、www......)

五、A4白紙(列印4×4、6×6、8×8、10×10......等之方格)

肆、研究過程或方法

一、偶數階魔方陣的研究

假設是由一個1,2,3………,
[image: image6.wmf]2

n

的規律數列組成的魔方陣，利用一上曾學過--求規律數
列和的公式：
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，找出各偶數階魔方陣的全部數字總和以及魔數（各行、各列、
兩條對角線的數字總和），其結果如下表一：
表一  偶數階魔方陣的全部數字總和及各行、各列、兩條對角線數字總和
	n階
	全部數字總和
	魔數

（各行、各列、兩條對角線數字總和）

	2
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二、二階魔方陣的研究
  （一）由表一得知二階魔方陣：
        魔數＝
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（二）將1~4的數字依序填入方陣中。如下列所示：
	1
	2

	3
	4


  （三）將各數作排列，試著找出排列規則。如下列所示：

        1.旋轉：

	(1)90
[image: image21.wmf]0
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	(2)90
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	(3)180
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	(4)270
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	(6)360
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        2.行、列互換：

	(1) 第1、2行互換            
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	(2)第1、2列互換
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        3.對角線數字反方向換：

	(1)左對角線             
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	(2)右對角線
1

3

2

4




（四）由前面二、（三）可知，不管將方陣中的數字怎麼排列，都只有兩條對角線上的數字和
      會等於5，其餘各行、各列的數字和都不會等於5，所以不可能有二階魔方陣。
三、四階魔方陣的研究

  （一）由表一得知四階魔方陣：
        魔數＝
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  (二) 將1~16的數字依序填入方陣中。如下列所示： 
	1
	2
	3
	4

	5
	6
	7
	8

	9
	10
	11
	12

	13
	14
	15
	16


（三）將各數作排列，試著找出排列規則。如下列所示：
      1.旋轉：

	(1)90
[image: image28.wmf]0
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	(2)90
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	(3)180
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	(4)270
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	(5)270
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	(6)360
[image: image33.wmf]0


1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16




     2.行、列互換：

	(1)第1、2行互換
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	(2)第2、3行互換
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	(3)第3、4行互換
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	(5)第1、2列互換
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	(6)第2、3列互換
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	(7)第3、4列互換
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3.對角線數字反方向換：

	(1)左對角線
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 （四）檢驗前面三、（三）的各行、各列、兩條對角線的數字和是否會等於34而排成魔方陣？
       結果發現不管數字怎麼排列，都只有兩條對角線的數字和會等於34。
       其結果如下表二所示：

表二   檢驗將四階方陣旋轉，行、列互換，對角線互換後各行、各列、兩條對角線數字總和
	
	
	數字總和＝34

	
	
	行
	列
	對角線

	
	
	1
	2
	3
	4
	1
	2
	3
	4
	左
	右

	旋

轉
	90
[image: image34.wmf]0

(順)
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	○
	○

	
	90
[image: image35.wmf]0

(逆)
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	○
	○

	
	180
[image: image36.wmf]0


	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	○
	○

	
	270
[image: image37.wmf]0

(順)
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	○
	○

	
	270
[image: image38.wmf]0

(逆)
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	○
	○

	
	360
[image: image39.wmf]0


	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	○
	○

	行

互

換
	1、2
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	○
	○

	
	2、3
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	○
	○

	
	3、4
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	○
	○

	
	1、4
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	○
	○

	列

互

換
	1、2
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	○
	○

	
	2、3
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	○
	○

	
	3、4
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	○
	○

	
	1、4
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	○
	○

	對

角

線
	左
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	○
	○

	
	右
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	○
	○


（五）由表二得知只有兩條對角線的數字和會等於34，因此我們再次將1~16的數字依序填
      入方陣中，並將對角線數字固定，剩餘數字作排列，試著找出排列規則。
      如下列所示：
	1
	2
	3
	4

	5
	6
	7
	8

	9
	10
	11
	12

	13
	14
	15
	16


1.將行、列剩餘的數字互換，使各行、各列數字和為34
	      (1)使各行＝34：
1

3

2

4

 5

6

7

8

9

10

11

12

13

15

14

16

原因

結果
34－1－13＝8＋12

34－4－16＝5＋9

1、4行

互換

34－6－10＝15＋3

34－7－11＝2＋14

2、3行

互換
檢驗各列數字和
推論結果

1

34－1－4
[image: image40.wmf]¹

3＋2
34－1－4＝15＋14
第1、4列；

第2、3列

再互換，即可建構成魔方陣。

2

34－6－7
[image: image41.wmf]¹

5＋8
34－6－7＝9＋12
3

34－10－11
[image: image42.wmf]¹

9＋12
34－10－11＝5＋8
4

34－13－16
[image: image43.wmf]¹

15＋14
34－13－16＝3＋2


		       (2)使各列＝34

1

14

15
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2

3

16

原因

結果

34－1－4＝14＋15

34－13－16＝2＋3

1、4列

互換
34－6－7＝9＋12

34－10－11＝5＋8

2、3列

互換
檢驗各行數字和
推論結果

1

34－1－13
[image: image44.wmf]¹

9＋5
34－1－13＝12＋8
第1、4行；

第2、3行

再互換，即可建構成魔方陣

2

34－6－10
[image: image45.wmf]¹

14＋2
34－6－10＝15＋3
3

34－7－11
[image: image46.wmf]¹

15＋3  

34－7－11 ＝14＋2
4

34－4－16
[image: image47.wmf]¹

12＋8

34－4－16＝9＋5


	


（六）由前面三、（五）的推論結果發現，1~16的數字依序填入方陣中，只要將四個角落方
      格（1×1）及中間方格（2×2）內的數字固定，剩下1、4行1、4列數字互換後反方向排列，就可以建立四階魔方陣。其規則如下列方陣紅色箭頭所示：
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（七）檢驗前面三、（六）推論四階魔方陣的排列規則是否成立？其結果如表三所示：

表三  檢驗將四階方陣藍色方格內數字固定，1.4行、1.4列數字互換反向排列後

各行、各列、兩條對角線數字總和
	
	數字總和＝34

	
	行
	列

	行
、
列


	1
	1＋12＋8＋13＝34
	1＋15＋14＋4＝34

	
	2
	15＋6＋10＋3＝34
	12＋6＋7＋9＝34

	
	3
	14＋7＋11＋2＝34
	8＋10＋11＋5＝34

	
	4
	4＋9＋5＋16=34
	13＋3＋2＋16＝34

	對角線
	左
	1＋6＋11＋16＝34
	

	
	右
	4＋7＋10＋13＝34
	


由表三可知，方陣的各行、各列、各對角線數字總和加起來都等於34，所以用前面三、
（六）規則可以建立四階魔方陣。
四、六階魔方陣的研究

  （一）由表一得知六階魔方陣：

        魔數＝
[image: image49.wmf](
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 （二）試著用前面三、（六）規則建立六階魔方陣。
      1. 將1~36的數字依序填入方陣中，固定藍色方格內的數字，其它數字做排列。
        其排列結果如下：
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	7
	8
	9
	10
	11
	12

	13
	14
	15
	16
	17
	18

	19
	20
	21
	22
	23
	24

	25
	26
	27
	28
	29
	30

	31
	32
	33
	34
	35
	36

	1
	35
	34
	33
	32
	6

	30
	8
	9
	10
	11
	25

	24
	14
	15
	16
	17
	19

	18
	20
	21
	22
	23
	13

	12
	26
	27
	28
	29
	7

	31
	5
	4
	3
	2
	36


      

 2.檢驗結果如表四所示：

           表四  檢驗將六階方陣藍色方格內數字固定，1.6行、1.6列數字互換反向排列後

各行、各列、兩條對角線數字總和等於111
	
	數字總和＝111

	
	行
	列
	對角線

	
	1
	2
	3
	4
	1
	2
	3
	4
	左
	右

	檢驗結果
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	○
	○


      3.由表四可知，我們的方法失敗，所以不能建立六階魔方陣。

 （三）我們試著往內移一層，再試一次用前面三、（六）規則建立六階魔方陣。

      1.將1~36的數字依序填入方陣中，固定藍色方格內的數字，其它數字做排列。
       其排列結果如下： 
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	7
	8
	9
	10
	11
	12

	13
	14
	15
	16
	17
	18

	19
	20
	21
	22
	23
	24

	25
	26
	27
	28
	29
	30

	31
	32
	33
	34
	35
	36

	1
	2
	34
	33
	5
	6

	7
	8
	28
	27
	11
	12

	24
	23
	15
	16
	20
	19

	18
	17
	21
	22
	14
	13

	25
	26
	10
	9
	29
	30

	31
	32
	4
	3
	35
	36


 
 
    2.檢驗結果如表五所示：

表五  檢驗將六階方陣藍色方格內數字固定，1.6行、1.6列、2.5行、2.5列數字互換反向排列後

各行、各列、兩條對角線數字總和等於111
	
	數字總和＝111

	
	行
	列
	對角線

	
	1
	2
	3
	4
	1
	2
	3
	4
	左
	右

	檢驗結果
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	○
	○


     3.由表五可知，我們的方法又再一次失敗，所以不能建立六階魔方陣。
（四）1.雖然試的兩個方法都失敗，但我們從方陣裡面發現到斜對角數字相加都是37（1＋
        36＝37；6＋31＝37），剛好是第一數＋最後一個數；第六個數＋倒數第六個數…等，
        讓我們想到一上學「數的規律」時，老師曾教過：1,2,3……,n數列；則1＋n＝2＋
        n-1＝3＋n-3＝…………，所以1,2,3……36數列，前面數字＋後面數字都要等於37。
       2.所以我們就想如果用（四）、1的發現再加上三、（六）的規則，不知道可不可以在
         六階方陣中建立一個四階魔方陣？因此決定在六階方陣中先找出４階方陣，經過我
         們反覆嘗試，最後發現只有中間4×4的方格對角數字相加是37（8＋29＝37；11＋
         26＝37），結果如下列方陣所示：
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	7
	8
	9
	10
	11
	12

	13
	14
	15
	16
	17
	18

	19
	20
	21
	22
	23
	24

	25
	26
	27
	28
	29
	30

	31
	32
	33
	34
	35
	36


3.我們已經知道1＋36＝2＋35＝3＋34＝……＝37，所以就想六階方陣一共有36個數

字，但四階魔方陣只有16個數字，會有20個數字多出來，因此將20÷2＝10，把前
半部1~10數字和後半部27~36數字先拿掉，只剩中間11~26數字。
      4.將11~26個數字依序填入中間的４×４方陣，並用三（六）的規則排列。其排列結果

如下列所示：
[image: image50.wmf]
	
	
	
	
	
	

	
	11
	12
	13
	14
	

	
	15
	16
	17
	18
	

	
	19
	20
	21
	22
	

	
	23
	24
	25
	26
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	11
	25
	24
	14
	

	
	22
	16
	17
	19
	

	
	18
	20
	21
	15
	

	
	23
	13
	12
	26
	

	
	
	
	
	
	




     5.中間４×４方陣檢驗結果如表六所示：

表六  檢驗六階方陣中的四階方陣各行、各列、兩條對角線數字總和
	
	數字總和

	
	行
	列

	行

、

列


	1
	11＋22＋18＋23＝74
	11＋25＋24＋14＝74

	
	2
	25＋16＋20＋13＝74
	22＋16＋17＋19＝74

	
	3
	24＋17＋21＋12＝74
	18＋20＋21＋15＝74

	
	4
	14＋19＋15＋26＝74
	23＋13＋12＋26＝74

	對角線
	左
	11＋16＋21＋26＝74
	

	
	右
	14＋17＋20＋23＝74
	


（五）1.由表六發現中間方陣各行、各列、各對角線數字總和加起來都等於74，所以中間已
       經是一個四階魔方陣，而且已經知道六階魔方陣的各行、各列、各對角線數字總和皆
       為111，所以其餘數字加起來為111－74＝37。因此將剩餘數字1~10、27~36的數字組
       合配對，使他們加起來可為37，組合有（1,36）、（2,35）、（3,34）、（4,33）、（5,32）、
      （6,31）、（7,30）、（8,29）、（9,28）、（10,27）。
      2.由組合可發現數字1~10分別與36~27相對應，因此只要先將1~10固定在外圍的位置
       上，其餘空格再依照數字所相對應的數填入即可。

      3.由四、（四）已經知道中間是一個四階魔方陣，所以要成為六階魔方陣，必須外圍四
       邊的數字和要相等，而且四邊數字個數也要相等，因此要先找出1~10數字所形成的
       各邊數字組合。其推測結果如下：
      （1） 1＋.......＋10＝55（55÷4＝13....3）

           ∵數字總和不能被4整除  
[image: image51.wmf]\

不考慮
          （55＋1）÷4＝14

           ∵數字總和雖然可被4整除，但1＝1
           ∴不合

          （55＋5）÷4＝15
           ∵數字總和可被4整除，且5=1＋4＝2＋3

           ∴符合
      （2）由（1）知1、4和2、3數字可重複，因此固定在角落

           若1、4固定，則組合有（1,10,4）（1,6,8）（4,2,9）（3,5,7）
           若2、3固定，則組合有（2,10,3）（2,4,9）（3,5,7）（1,6,8）
      4.驗證上面的推論是否正確？其結果如下表七、表八所示：

      （1）若1、4固定在角落
	1
	34
	32
	30
	10
	4

	6
	11
	25
	24
	14
	31

	8
	22
	16
	17
	19
	29

	35
	18
	20
	21
	15
	2

	28
	23
	13
	12
	26
	9

	33
	3
	5
	7
	27
	36


表七     若1、4固定在六階方陣角落檢驗各行、各列、兩條對角線數字總和
	
	數字總和

	
	行
	列

	行

、

列

數

字

和
	1
	1＋6＋8＋35＋28＋33＝111
	1＋34＋32＋30＋10＋4＝111

	
	2
	34＋11＋22＋18＋23＋3＝111
	6＋11＋25＋24＋14＋31＝111

	
	3
	32＋25＋16＋20＋13＋5＝111
	8＋22＋16＋17＋19＋29＝111

	
	4
	30＋24＋17＋21＋12＋7＝111
	35＋18＋20＋21＋15＋2＝111

	
	5
	10＋14＋19＋15＋26＋27＝111
	28＋23＋13＋12＋26＋9＝111

	
	6
	4＋31＋29＋2＋9＋36＝111
	33＋3＋5＋7＋27＋36＝111

	對角線
	左
	1＋11＋16＋21＋26＋36＝111
	

	
	右
	4＋14＋17＋20＋23＋33＝111
	


     （2）若2、3固定在角落
	2
	36
	31
	29
	10
	3

	4
	11
	25
	24
	14
	33

	9
	22
	16
	17
	19
	28

	32
	18
	20
	21
	15
	5

	30
	23
	13
	12
	26
	7

	34
	1
	6
	8
	27
	35


表八    若2、3固定在六階方陣角落檢驗各行、各列、兩條對角線數字總和
	
	數字總和

	
	行
	列

	行

、

列

數

字

和
	1
	2＋4＋9＋32＋30＋34＝111
	2＋36＋31＋29＋10＋3＝111

	
	2
	36＋11＋22＋18＋23＋1＝111
	4＋11＋25＋24＋14＋33＝111

	
	3
	31＋25＋16＋20＋13＋6＝111
	9＋22＋16＋17＋19＋28＝111

	
	4
	29＋24＋17＋21＋12＋8＝111
	32＋18＋20＋21＋15＋5＝111

	
	5
	10＋14＋19＋15＋26＋27＝111
	30＋23＋13＋12＋26＋7＝111

	
	6
	3＋33＋28＋5＋7＋35＝111
	34＋1＋6＋8＋27＋35＝111

	對角線

數字和
	左
	2＋11＋16＋21＋26＋35＝111
	

	
	右
	3＋14＋17＋20＋23＋34＝111
	


 （六）由表七、表八結果可以知道，依照四、（四）（五）所發現到的規則，可以建立六階魔
方陣。
五、八階魔方陣的研究

 （一）由表一得知八階魔方陣：

       魔數＝
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（二）因為8為4的倍數，因此我們猜測建立八階魔方陣的方法應該跟四階魔方陣一樣，
      因此試著用三、（六）發現的規則建立八階魔方陣。
     1.其排列結果如下：
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	 9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24

	25
	26
	27
	28
	29
	30
	31
	32

	33
	34
	35
	36
	37
	38
	39
	40

	41
	42
	43
	44
	45
	46
	47
	48

	49
	50
	51
	52
	53
	54
	55
	56

	57
	58
	59
	60
	61
	62
	63
	64

	1
	63
	62
	61
	60
	59
	58
	8

	56
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	49

	48
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	41

	40
	26
	27
	28
	29
	30
	31
	33

	32
	34
	35
	36
	37
	38
	39
	25

	24
	42
	43
	44
	45
	46
	47
	17

	16
	50
	51
	52
	53
	54
	55
	9

	57
	7
	6
	5
	4
	3
	2
	64


     2.檢驗結果如表九所示：

    表九  檢驗將八階方陣藍色方格內數字固定，1.8行、1.8列數字互換反向排列後

各行、各列、兩條對角線數字總和等於260
	
	數字總和＝260

	
	行
	列
	對角線

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	左
	右

	檢驗結果
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	○
	○


    3.由表九可知，我們的猜測失敗，所以不能建立八階魔術方陣。
（三）我們試著往內移一層，再試一次用三、（六）發現的規則建立八階魔方陣。
	1
	2
	62
	61
	60
	59
	7
	8

	9
	10
	54
	53
	52
	51
	15
	16

	48
	47
	19
	20
	21
	22
	42
	41

	40
	39
	27
	28
	29
	30
	34
	33

	32
	31
	35
	36
	37
	38
	26
	25

	24
	23
	43
	44
	45
	46
	18
	17

	49
	50
	14
	13
	12
	11
	55
	56

	57
	58
	6
	5
	4
	3
	63
	64


   1.其排列結果如下：
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	 9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24

	25
	26
	27
	28
	29
	30
	31
	32

	33
	34
	35
	36
	37
	38
	39
	40

	41
	42
	43
	44
	45
	46
	47
	48

	49
	50
	51
	52
	53
	54
	55
	56

	57
	58
	59
	60
	61
	62
	63
	64


2.檢驗結果如表十所示：

    表十  檢驗將八階方陣藍色方格內數字固定，1.8行、1.8列、2.7行、2.7列數字互換反向排列後

各行、各列、兩條對角線數字總和等於260
	
	數字總和＝260

	
	行
	列
	對角線

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	左
	右

	檢驗結果
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○


· 詳見附件一用Excel計算的結果

 （四）由表十可知，我們的猜測正確，可以建立八階魔方陣。
六、十階魔方陣的研究

 （一）由表一得知十階魔方陣：

       魔數＝
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 （二）因為10不是4的倍數，所以不考慮用四階魔方陣規則建立，因此嘗試用六階魔方陣

       規則建立十階魔方陣。

1.剩下的中間方陣外圍數字為1~18、83~100（10×10－8×8＝36；36÷2＝18）
      2.∵由前面四、（五）可知，若固定1、4，已知1~10數字的位置，
        ∴剩11~18還沒排列

        又11＋18＝12＋17＝13＋16＝14＋15  而且由1＋100=101可知
        ∴ 101－11＝90、101－18＝83      90＋83＝89＋84

           101－12＝89、101－17＝84      以此類推其它數字
        ∴（11＆18）、（12＆17）、（13＆16）、（14＆15）四個分別放在四邊

 （三）找出數字組合後，試著排列十階魔方陣。如下列所示：
      1.將19~82依序填入中間方陣
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26
	

	
	27
	28
	29
	30
	31
	32
	33
	34
	

	
	35
	36
	37
	38
	39
	40
	41
	42
	

	
	43
	44
	45
	46
	47
	48
	49
	50
	

	
	51
	52
	53
	54
	55
	56
	57
	58
	

	
	59
	60
	61
	62
	63
	64
	65
	66
	

	
	67
	68
	69
	70
	71
	72
	73
	74
	

	
	75
	76
	77
	78
	79
	80
	81
	82
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


2.將中間8×8方陣變化
	        
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	19
	20
	80
	79
	78
	77
	25
	26
	

	
	27
	28
	72
	71
	70
	69
	33
	34
	

	
	66
	65
	37
	38
	39
	40
	60
	59
	

	
	58
	57
	45
	46
	47
	48
	52
	51
	

	
	50
	49
	53
	54
	55
	56
	44
	43
	

	
	42
	41
	61
	62
	63
	64
	36
	35
	

	
	67
	68
	32
	31
	30
	29
	73
	74
	

	
	75
	76
	24
	23
	22
	21
	81
	82
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


   3.將前半部數字1~18填入

	1        
	
	
	
	14
	15
	
	
	10
	4

	6
	19
	20
	80
	79
	78
	77
	25
	26
	

	8
	27
	28
	72
	71
	70
	69
	33
	34
	

	
	66
	65
	37
	38
	39
	40
	60
	59
	12

	
	58
	57
	45
	46
	47
	48
	52
	51
	17

	11
	50
	49
	53
	54
	55
	56
	44
	43
	

	18
	42
	41
	61
	62
	63
	64
	36
	35
	

	
	67
	68
	32
	31
	30
	29
	73
	74
	2

	
	75
	76
	24
	23
	22
	21
	81
	82
	9

	
	3
	5
	7
	
	
	13
	16
	
	


  4.再將各數字與83~100對應的數字補入
	1        
	98
	96
	94
	14
	15
	88
	85
	10
	4

	6
	19
	20
	80
	79
	78
	77
	25
	26
	95

	8
	27
	28
	72
	71
	70
	69
	33
	34
	93

	89
	66
	65
	37
	38
	39
	40
	60
	59
	12

	84
	58
	57
	45
	46
	47
	48
	52
	51
	17

	11
	50
	49
	53
	54
	55
	56
	44
	43
	90

	18
	42
	41
	61
	62
	63
	64
	36
	35
	83

	99
	67
	68
	32
	31
	30
	29
	73
	74
	2

	92
	75
	76
	24
	23
	22
	21
	81
	82
	9

	97
	3
	5
	7
	87
	86
	13
	16
	91
	100


5.檢驗結果如表十一所示：

表十一  檢驗用六階魔方陣排列規則建立十階方陣各行、各列、兩條對角線數字總和等於505
	
	數字總和＝505

	
	行
	列
	對角線

	
	1
	2
	3
	4
	5
	1
	2
	3
	4
	5
	左
	右

	檢驗結果
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○

	
	6
	7
	8
	9
	10
	6
	7
	8
	9
	10
	

	檢驗結果
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	


· 詳見附件二用Excel計算的結果
（四）由表十一可知，我們的推論正確，用建立六階魔方陣的規則可以建立十階魔方陣。

七、十二階魔方陣的研究

  （一）由表一可推知十二階魔方陣：

       魔數＝
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（二）由前面五、（三）知四階魔方陣的排列規則可以建立出八階魔方陣，而12跟8一樣都
是4的倍數，因此我們試著也用同樣的方法來建立十二階魔方陣。
     1.∵四角落固定格數：四階魔方陣--1×1；八階魔方陣--2×2
      ∴推論十二階魔方陣--3×3
     2.∵中間固定格數：四階魔方陣--2×2；八階魔方陣--4×4

      ∴推論十二階魔方陣—6×6

（三）找出固定格數後，試著排列十二階魔方陣。其排列結果如下列所示：

    1.將1~144依序填入方陣中
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24

	25
	26
	27
	28
	29
	30
	31
	32
	33
	34
	35
	36

	37
	38
	39
	40
	41
	42
	43
	44
	45
	46
	47
	48

	49
	50
	51
	52
	53
	54
	55
	56
	57
	58
	59
	60

	61
	62
	63
	64
	65
	66
	67
	68
	69
	70
	71
	72

	73
	74
	75
	76
	77
	78
	79
	80
	81
	82
	83
	84

	85
	86
	87
	88
	89
	90
	91
	92
	93
	94
	95
	96

	97
	98
	99
	100
	101
	102
	103
	104
	105
	106
	107
	108

	109
	110
	111
	112
	113
	114
	115
	116
	117
	118
	119
	120

	121
	122
	123
	124
	125
	126
	127
	128
	129
	130
	131
	132

	133
	134
	135
	136
	137
	138
	139
	140
	141
	142
	143
	144


    2.排列後
	1
	2
	3
	141
	140
	139
	138
	137
	136
	10
	11
	12

	13
	14
	15
	129
	128
	127
	126
	125
	124
	22
	23
	24

	25
	26
	27
	117
	116
	115
	114
	113
	112
	34
	35
	36

	108
	107
	106
	40
	41
	42
	43
	44
	45
	99
	98
	97

	96
	95
	94
	52
	53
	54
	55
	56
	57
	87
	86
	85

	84
	83
	82
	64
	65
	66
	67
	68
	69
	75
	74
	73

	72
	71
	70
	76
	77
	78
	79
	80
	81
	63
	62
	61

	60
	59
	58
	88
	89
	90
	91
	92
	93
	51
	50
	49

	48
	47
	46
	100
	101
	102
	103
	104
	105
	39
	38
	37

	109
	110
	111
	33
	32
	31
	30
	29
	28
	118
	119
	120

	121
	122
	123
	21
	20
	19
	18
	17
	16
	130
	131
	132

	133
	134
	135
	9
	8
	7
	6
	5
	4
	142
	143
	144


3.檢驗結果如表十二所示：
表十二  檢驗用四階魔方陣排列規則建立十二階方陣各行、各列、兩條對角線數字總和等於870
	
	數字總和＝870

	
	行
	列
	對角線

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	左
	右

	檢驗結果
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○

	
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	

	檢驗結果
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	


· 詳見附件三用Excel計算的結果

（四）由表十二可知，我們的推論正確，用建立四階魔方陣的規則可以建立十二階魔方陣。

八、十四階魔方陣的研究

 （一）由表一可推知十四階魔方陣：

       魔數＝
[image: image55.wmf](

)

2

14

1

14

2

2

+

÷14＝1379
（二）因為14不是4的倍數，所以不考慮用四階魔方陣規則建立，因此嘗試用六階魔方陣

       規則建立十四階魔方陣。

1.剩下的中間方陣外圍數字為1~26、171~196（14×14－12×12＝52；52÷2＝26）

      2.∵由前面四、（五）可知，若固定1、4，已知1~10數字的位置，

        ∴剩11~26還沒排列

        ∵由六、（二）可知
        ∴（11＆26）、（12＆25）、（13＆24）、（14＆23）、（15＆22）、（16＆21）、（17＆20）、

（18＆19）八個分別放在四邊，平均一邊放兩個（8÷4＝2）。
（三）找出數字組合後，試著排列十四階魔方陣。如下列所示：
    1.將27~170依序填入中間方陣
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	27
	28
	29
	167
	166
	165
	164
	163
	162
	36
	37
	38
	

	
	39
	40
	41
	155
	154
	153
	152
	151
	150
	48
	49
	50
	

	
	51
	52
	53
	143
	142
	141
	140
	139
	138
	60
	61
	62
	

	
	134
	133
	132
	66
	67
	68
	69
	70
	71
	125
	124
	123
	

	
	122
	121
	120
	78
	79
	80
	81
	82
	83
	113
	112
	111
	

	
	110
	109
	108
	90
	91
	92
	93
	94
	95
	101
	100
	99
	

	
	98
	97
	96
	102
	103
	104
	105
	106
	107
	89
	88
	87
	

	
	86
	85
	84
	114
	115
	116
	117
	118
	119
	77
	76
	75
	

	
	74
	73
	72
	126
	127
	128
	129
	130
	131
	65
	64
	63
	

	
	135
	136
	137
	59
	58
	57
	56
	55
	54
	144
	145
	146
	

	
	147
	148
	149
	47
	46
	45
	44
	43
	42
	156
	157
	158
	

	
	159
	160
	161
	35
	34
	33
	32
	31
	30
	168
	169
	170
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	27
	28
	29
	30
	31
	32
	33
	34
	35
	36
	37
	38
	

	
	39
	40
	41
	42
	43
	44
	45
	46
	47
	48
	49
	50
	

	
	51
	52
	53
	54
	55
	56
	57
	58
	59
	60
	61
	62
	

	
	63
	64
	65
	66
	67
	68
	69
	70
	71
	72
	73
	74
	

	
	75
	76
	77
	78
	79
	80
	81
	82
	83
	84
	85
	86
	

	
	87
	88
	89
	90
	91
	92
	93
	94
	95
	96
	97
	98
	

	
	99
	100
	101
	102
	103
	104
	105
	106
	107
	108
	109
	110
	

	
	111
	112
	113
	114
	115
	116
	117
	118
	119
	120
	121
	122
	

	
	123
	124
	125
	126
	127
	128
	129
	130
	131
	132
	133
	134
	

	
	135
	136
	137
	138
	139
	140
	141
	142
	143
	144
	145
	146
	

	
	147
	148
	149
	150
	151
	152
	153
	154
	155
	156
	157
	158
	

	
	159
	160
	161
	162
	163
	163
	165
	166
	167
	168
	169
	170
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


 2.將中間12×12方陣變化

3.將前半部數字1~26填入
	1        
	
	
	
	11
	26
	12
	25
	
	
	
	
	10
	4

	6
	27
	28
	29
	167
	166
	165
	164
	163
	162
	36
	37
	38
	

	8
	39
	40
	41
	155
	154
	153
	152
	151
	150
	48
	49
	50
	

	
	51
	52
	53
	143
	142
	141
	140
	139
	138
	60
	61
	62
	15

	
	134
	133
	132
	66
	67
	68
	69
	70
	71
	125
	124
	123
	22

	
	122
	121
	120
	78
	79
	80
	81
	82
	83
	113
	112
	111
	16

	
	110
	109
	108
	90
	91
	92
	93
	94
	95
	101
	100
	99
	21

	17
	98
	97
	96
	102
	103
	104
	105
	106
	107
	89
	88
	87
	

	20
	86
	85
	84
	114
	115
	116
	117
	118
	119
	77
	76
	75
	

	18
	74
	73
	72
	126
	127
	128
	129
	130
	131
	65
	64
	63
	

	19
	135
	136
	137
	59
	58
	57
	56
	55
	54
	144
	145
	146
	

	
	147
	148
	149
	47
	46
	45
	44
	43
	42
	156
	157
	158
	2

	
	159
	160
	161
	35
	34
	33
	32
	31
	30
	168
	169
	170
	9

	
	3
	5
	7
	
	
	
	
	13
	24
	14
	23
	
	


4.再將各數字與171~196對應的數字補入

	1        
	194
	192
	190
	11
	26
	12
	25
	184
	173
	183
	174
	10
	4

	6
	27
	28
	29
	167
	166
	165
	164
	163
	162
	36
	37
	38
	191

	8
	39
	40
	41
	155
	154
	153
	152
	151
	150
	48
	49
	50
	189

	182
	51
	52
	53
	143
	142
	141
	140
	139
	138
	60
	61
	62
	15

	175
	134
	133
	132
	66
	67
	68
	69
	70
	71
	125
	124
	123
	22

	181
	122
	121
	120
	78
	79
	80
	81
	82
	83
	113
	112
	111
	16

	176
	110
	109
	108
	90
	91
	92
	93
	94
	95
	101
	100
	99
	21

	17
	98
	97
	96
	102
	103
	104
	105
	106
	107
	89
	88
	87
	180

	20
	86
	85
	84
	114
	115
	116
	117
	118
	119
	77
	76
	75
	177

	18
	74
	73
	72
	126
	127
	128
	129
	130
	131
	65
	64
	63
	179

	19
	135
	136
	137
	59
	58
	57
	56
	55
	54
	144
	145
	146
	178

	195
	147
	148
	149
	47
	46
	45
	44
	43
	42
	156
	157
	158
	2

	188
	159
	160
	161
	35
	34
	33
	32
	31
	30
	168
	169
	170
	9

	193
	3
	5
	7
	186
	171
	185
	172
	13
	24
	14
	23
	187
	196


    3.檢驗結果如表十三所示：

表十三  檢驗用六階魔方陣排列規則建立十四階方陣各行、各列、兩條對角線數字總和等於1379
	
	數字總和＝1379

	
	行
	列
	對角線

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	左
	右

	檢驗結果
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○

	
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	

	檢驗結果
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	○
	


· 詳見附件四用Excel計算的結果

（四）由表十三可知，我們的推論正確，用建立四階魔方陣的規則可以建立十四階魔方陣。

伍、研究結果
一、偶數階魔方陣建立規則--4的倍數階
（一）將數字依序填入方陣中。

 （二）固定四角落方格內的數字及中間方陣方格內的數字。

 （三）相對應的行或列互換後，數字反方向排列。

二、偶數階魔方陣建立規則--非4的倍數階
（一）畫出中間要固定的魔方陣（上下左右各往內縮一格）。

 （二）算出剩下的外圍數字個數、數字範圍。

 （三）將中間需填入的數字範圍依序填入，並用建立4的倍數階魔方陣方法排列。

 （四）將1~10的數字先固定在四邊的特定位置上。

     ※若要1、4數字重複，則組合有（1,10,4）（1,6,8）（4,2,9）（3,5,7）
       若要2、3數字重複，則組合有（2,10,3）（2,4,9）（3,5,7）（1,6,8）
 （五）將前半部1~10以外的數字組合填入。

 （六）將與前半部數字相對應的後半部數字補填入。
陸、討論

一、想找看看有無更快速的方式可以找到4的倍數階四角落、中間方陣需固定的方格數？

（一）前面所知道4的倍數階四角落、中間方陣需固定的方格數是用土法煉鋼的方法找到的。

（二）由三、五、七的研究過程中發現，八階、十二階的魔方陣都可用四階魔方陣的方法來
建立，只是四個角落方格的固定格數及中間方格的固定格數會有所不同，而且4、8、12這三個數剛好形成4的倍數關係。將結果整理如表十四所示：
表十四 4的倍數階魔方陣--固定四角落方格內數字及中間方陣內數字的方格數表
	魔方陣

階數
	方格數

	
	固定四角落
	中間方陣

	4（4 × 1）
	1 × 1
	2 × 2

	8（4 × 2）
	2 × 2
	4 × 4

	12（4 × 3）
	3 × 3
	6 × 6

	：以
：此
：類

：推
	：以

：此

：類

：推
	：以

：此

：類

：推

	4k（4 × k）
	k × k
	2k × 2k


 （三）由表十四可知，快速找到4k階魔方陣固定方格數的方法。如下列所示：
      1.四角落固定格數：k×k。
      2.中間方陣固定格數：2k×2k。
二、想找看看無更快速的方式可以知道非4的倍數階中間固定的魔方陣階數及其需填入數字
    的範圍、剩下的外圍數字的個數及其組合？

（一）由四、六、八的研究過程中發現，十階、十四階的魔方陣可用六階魔方陣的方法來建
立，只是中間魔方陣的階數及需填入數字的範圍；還有剩下的外圍數字個數會有所不
同，而且這6、10、14這三個數剛好都是4的倍數＋2。其結果整理如表十五所示：
表十五 4倍數＋2階魔方陣-中間魔方陣的階數及需填入數字的範圍、剩下的外圍數字的個數、範圍
	魔方陣

階數
	中間魔方陣
	剩下的外圍數字個數、範圍

	
	階數
	填入數字範圍
（全部數字減剩下外圍數字個數範圍）
	

	6（4 × 1＋2）
	4（4 × 1）
	11~26
	6
[image: image56.wmf]2

－4
[image: image57.wmf]2

＝20；20÷2＝10
（1~10、27~36）

	10（4 × 2＋2）
	8（4 × 2）
	19~82
	10
[image: image58.wmf]2

－8
[image: image59.wmf]2

＝36；36÷2＝18
（1~18、83~100）

	14（4 × 3＋2）
	12（4 × 3）
	27~170
	14
[image: image60.wmf]2

－12
[image: image61.wmf]2

＝52；52÷2＝26
（1~26、171~196）

	：以

：此

：類

：推
	：以

：此

：類

：推
	：以
：此
：類
：推
	：以

：此

：類

：推

	4k＋2（4 × k＋2）
	4k（4 × k）
	：
	（4k＋2）
[image: image62.wmf]2

－（4k）
[image: image63.wmf]2

；【（4k＋2）
[image: image64.wmf]2

－（4k）
[image: image65.wmf]2

】÷2


 （三）由表十五可知，可快速找到4k＋2階魔方陣中間需固定的魔方陣階數及其需填入數
字的範圍、剩下的外圍數字的個數及其組合。如下列所示：
      1.中間4k魔方陣外圍剩下的數字個數為（4k＋2）
[image: image66.wmf]2

－（4k）
[image: image67.wmf]2

。
      2.由【（4k＋2）
[image: image68.wmf]2

－（4k）
[image: image69.wmf]2

】÷2可推知：

       (1)中間4k魔方陣外圍剩下的數字範圍。    

       (2)中間4k魔方陣的數字範圍。
柒、結論
一、藉由本文探討可知建立偶數階魔方陣的方法可分為4k階及4k＋2階兩種。
 二、研究出各偶數階魔方陣可以變幻的個數總數，是我們將來努力的目標。

三、在找尋魔方陣的規則中，學會了怎麼運用學過的數學概念去思考、探討、預測、檢驗，並從中體會到學習數學的樂趣。

捌、參考資料及其他
一、波沙曼提爾、葉偉文（民94）。神奇數學117。臺北市：天下遠見。
二、陳冒海（民93）。國中數學第一冊。臺南市：南一書局。

參展心得及活動照片
   "做科展”!以前雖然有聽別人說過，但要親身體驗過，才知箇中滋味。

    還記得一開始研究方陣時，我們什麼也不懂，總是摸不著頭緒，上網隨意瀏覽、隨性翻書尋找方向、用撲克牌排列方陣‧‧‧‧等，結果越研究越有興趣，想要再找尋其他建立偶數階方陣的方法。 
所以每天中午和每星期的社團時間，都會看到我們每個人使出渾身解數，低頭認真的在研究，雖然有時也會因為太累，而趴在桌上休息；研究的過程中也遇過無數的失敗和挫折，當然也有許多酸甜苦辣的心情，但我們還是盡全力去研究，因為努力的過程是最重要的。可能這份研究看起來是簡單普通的，不過我們盡心盡力的讓它成為一份精湛的研究，或許它不是百分之百的完全、百分之百的好，但我們相信有付出、有努力就會有收穫。

  不管結果會如何，科展是一個學習、充實自己的好機會，而且在做研究的過程中我們不但學會了怎麼將學過的知識概念活用，也領悟到了團隊的精神。
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        使用撲克牌尋找規律
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          苦思到”筋疲力盡”
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大家把自己的紀錄拿出來，說出發現的規律
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利用電腦計算數字，證明發現的規律是否正確


附件一：八階方陣用Excel計算的結果
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	260

	
	1
	2
	62
	61
	60
	59
	7
	8
	260

	
	9
	10
	54
	53
	52
	51
	15
	16
	260

	
	48
	47
	19
	20
	21
	22
	42
	41
	260

	
	40
	39
	27
	28
	29
	30
	34
	33
	260

	
	32
	31
	35
	36
	37
	38
	26
	25
	260

	
	24
	23
	43
	44
	45
	46
	18
	17
	260

	
	49
	50
	14
	13
	12
	11
	55
	56
	260

	
	57
	58
	6
	5
	4
	3
	63
	64
	260

	
	260
	260
	260
	260
	260
	260
	260
	260
	260


附件二：十階方陣用Excel計算的結果
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	505

	
	1
	98
	96
	94
	14
	15
	88
	85
	10
	4
	505

	
	6
	19
	20
	80
	79
	78
	77
	25
	26
	95
	505

	
	8
	27
	28
	72
	71
	70
	69
	33
	34
	93
	505

	
	89
	66
	65
	37
	38
	39
	40
	60
	59
	12
	505

	
	84
	58
	57
	45
	46
	47
	48
	52
	51
	17
	505

	
	11
	50
	49
	53
	54
	55
	56
	44
	43
	90
	505

	
	18
	42
	41
	61
	62
	63
	64
	36
	35
	83
	505

	
	99
	67
	68
	32
	31
	30
	29
	73
	74
	2
	505

	
	92
	75
	76
	24
	23
	22
	21
	81
	82
	9
	505

	
	97
	3
	5
	7
	87
	86
	13
	16
	91
	100
	505

	
	505
	505
	505
	505
	505
	505
	505
	505
	505
	505
	505


附件三：十二階方陣用Excel計算的結果
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	870

	
	1
	2
	3
	141
	140
	139
	138
	137
	136
	10
	11
	12
	870

	
	13
	14
	15
	129
	128
	127
	126
	125
	124
	22
	23
	24
	870

	
	25
	26
	27
	117
	116
	115
	114
	113
	112
	34
	35
	36
	870

	
	108
	107
	106
	40
	41
	42
	43
	44
	45
	99
	98
	97
	870

	
	96
	95
	94
	52
	53
	54
	55
	56
	57
	87
	86
	85
	870

	
	84
	83
	82
	64
	65
	66
	67
	68
	69
	75
	74
	73
	870

	
	72
	71
	70
	76
	77
	78
	79
	80
	81
	63
	62
	61
	870

	
	60
	59
	58
	88
	89
	90
	91
	92
	93
	51
	50
	49
	870

	
	48
	47
	46
	100
	101
	102
	103
	104
	105
	39
	38
	37
	870

	
	109
	110
	111
	33
	32
	31
	30
	29
	28
	118
	119
	120
	870

	
	121
	122
	123
	21
	20
	19
	18
	17
	16
	130
	131
	132
	870

	
	133
	134
	135
	9
	8
	7
	6
	5
	4
	142
	143
	144
	870

	
	870
	870
	870
	870
	870
	870
	870
	870
	870
	870
	870
	870
	870


附件四：十四階方陣用Excel計算的結果
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	1379

	1
	194
	192
	190
	11
	26
	12
	25
	184
	173
	183
	174
	10
	4
	1379

	6
	27
	28
	29
	167
	166
	165
	164
	163
	162
	36
	37
	38
	191
	1379

	8
	39
	40
	41
	155
	154
	153
	152
	151
	150
	48
	49
	50
	189
	1379

	182
	51
	52
	53
	143
	142
	141
	140
	139
	138
	60
	61
	62
	15
	1379

	175
	134
	133
	132
	66
	67
	68
	69
	70
	71
	125
	124
	123
	22
	1379

	181
	122
	121
	120
	78
	79
	80
	81
	82
	83
	113
	112
	111
	16
	1379

	176
	110
	109
	108
	90
	91
	92
	93
	94
	95
	101
	100
	99
	21
	1379

	17
	98
	97
	96
	102
	103
	104
	105
	106
	107
	89
	88
	87
	180
	1379

	20
	86
	85
	84
	114
	115
	116
	117
	118
	119
	77
	76
	75
	177
	1379

	18
	74
	73
	72
	126
	127
	128
	129
	130
	131
	65
	64
	63
	179
	1379

	19
	135
	136
	137
	59
	58
	57
	56
	55
	54
	144
	145
	146
	178
	1379

	195
	147
	148
	149
	47
	46
	45
	44
	43
	42
	156
	157
	158
	2
	1379

	188
	159
	160
	161
	35
	34
	33
	32
	31
	30
	168
	169
	170
	9
	1379

	193
	3
	5
	7
	186
	171
	185
	172
	13
	24
	14
	23
	187
	196
	1379

	1379
	1379
	1379
	1379
	1379
	1379
	1379
	1379
	1379
	1379
	1379
	1379
	1379
	1379
	1379


排列後





排列後





排列後





排列後





排列後





排列後
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