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1、 研究動機：

有一天我放學回家時，看到妹妹的桌上放著一個風車，還有一些七巧板的小紙片，仔細一看發現，原來風車是用許多的等腰直角三角形紙片所組成的，於是我隨手排列了一個共頂點的圖形，形狀很像風車。隔天，我拿這些紙片考考好友，能否也排列出一個像風車且共頂點成360(的圖形，居然他也能排出另一種不同的圖形，我們便以此作為研究，欲找出其排列的變化，是否有規則可循，並邀請數學老師指導。

2、 研究目的：

利用七巧板同面積的三種圖形(等腰直角三角形、正方形與平形四邊形)，徒手以共頂點的方式排列(頂角和為360()，統計出排列與翻面變化所產生的個數，進而研究其排列與變化公式，以套用在其他圖形上，使能直接計算個數。
    (一)選取同一種幾何圖形排列，統計總個數，進而研究其排列與變化公式。

    (二)任取二種幾何圖形排列，統計總個數，進而研究其排列與變化公式。
    (三)任取三種幾何圖形排列，統計總個數，進而研究其排列與變化公式。
三、名詞定義與公式註解：

1.共頂點：


[image: image1]
2.等腰直角三角形的「翻面」變化：著色部分即等腰直角三角形相同的一個45(角，翻面後再重新放置進原來的位置，產生另一種整體外形，因此(圖一)與(圖二)，我們將它們定義為兩種外形。
(圖一)          (圖二)    

3. 平行四邊形的「翻面」變化：著色部分即平行四邊形同一角度翻面後，再重新放進原來的位置，使產生另一種整體外形，因此 (圖三)與(圖四)，我們將它們定義為兩種外形。
(圖三)        (圖四)
                       (圖五)與(圖六)，我們亦將它們定義為兩種外形。
(圖五)         (圖六)

4. 基本形：在數個幾何圖形(如右之等腰直角三角形)以共頂點的形式排列好之後，即完成一個基本形(不做任何翻面的動作)。

5.旋轉後相同的外形：

[image: image2]  
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[image: image9]
這8個看似不同的外形，可在整個外形旋轉之後而變成同一種，故我們將它定義成同一種外形。
6. 不考慮外形翻面：我們不考慮整個排列好的外形翻面後相同的問題，故將以下這二種，定義成二種不同的外形。   


[image: image10]       
[image: image11]
7. 有n個幾何圖形要放入n個不同的位置，在n個幾何圖形都不相同的情況下，就有 
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 種排列方式。
8. 若m個幾何圖形中有x 個是相同的幾何圖形、y 個是相同的幾何圖形，我們就必須要除去這x個相同部分的排列與y 個相同部分的排列，因此其排列公式定義為
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四、研究過程:
(一)、選取一種幾何圖形

剛開始我們先試著以徒手排列的方式，選取同一種幾何圖形來排列組合，以每一個幾何圖形共頂點並使所有幾何圖形的頂角和為360(形式排列。
1. 選取正方形排列：

我們將正方形依序以共頂點的方式排列，發現正方形4個 90(角和剛好是360(，而正方形翻面之後都還是一樣的，擺放的位置也沒有其他變化，所以只選取正方形排列的形式只有一種。
2. 選取等腰直角三角形排列：  

在很快的解決了正方形的排列之後，我們很高興的開始排列等腰直角三角形，我們直接就從當初吸引我們著手研究的風車圖形開始排(選取8個45(角的等腰直角三角形) ，沒想到它的翻面變化竟然那麼多，於是我們將整個研究的過程分成兩部分，每部分又細分成兩步驟來分析。

第一部分：所選取之90(或45(角的個數為奇數

步驟一：等腰直角三角形以共頂點的方式依序排列，得到基本形的個數；只有單純因旋轉而產生重覆的問題，所以我們很快排列出這部分的總個數，並研究發現當我們選取 m 個等腰直角三角形，其中有x個是以90(角排列，y個以45(角排列時，可由徒手排列所得的個數推導，得到排列公式
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步驟二：再以每個基本形中等腰直角三角形的45(角可有2種放置方向來研究其變化，因為沒有重覆性問題，只要有一個45(角，就有必定有2種的變化。
綜合二步驟可得90(或45(角的個數為奇數，其總個數為
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圖列說明：                    步驟一：得
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個「基本圖」           

步驟二：此圖有26種的變化外形
                               總個數：1×26個

第二部分：所選取之90(或45(角的個數皆為偶數
步驟一：同上先排列出基本形，在統計排列個數的過程中，我們發現等腰直角三角形90(或45(角的個數皆為偶數時，點對稱的整體外形(如左圖)，其重覆性較少，因此我們若想要套用先前用在奇數片的排列公式，必須先加上少掉的那些外形，再研究其外形是旋轉幾度之後重覆，由此得到所需除去的倍數，才能正確除去因旋轉後外形重覆的部分，得到確實的基本形個數。
步驟二：這步驟也因為翻面的片數皆為偶數時，其翻面的位置若呈點對稱的圖形，同樣重覆性較少，不能直接用一個 45(角就有2種的變化的方式計算，需以翻一片、翻二片、…翻八片的方式，針對偶數片點對稱外形分析計算。 

3. 選取平行四邊形排列：

    平行四邊形的研究方向大致上與等腰直角三角形是一樣的，分成兩部分兩步驟，不同的是平行四邊形有45(與135(兩種角度，而且這兩種角度都可在「翻面」放置後，產生不同的整體外形，因此比等腰直角三角形複雜一點，我們把它變化的總個數先統計下來，再套用等腰直角三角形推導出來的計算公式比對，發現竟完全吻合。
(二)、選取二種幾何圖形
任取二種幾何圖形，徒手以共頂點的方式排列，並使所有幾何圖形的頂角和為360(，以此統計出排列與翻面變化的個數，進而研究其排列公式。
1. 選取正方形與等腰直角三角形排列：
有了之前排列的經驗後，正方形與等腰直角三角形的排列，研究起來比較有方向，同樣以兩部分兩步驟著手研究，結果發現它與只有等腰直角三角形的排列大致相同，因為正方形的 90( 角剛好與等腰直角三角形的 90( 角一樣，因此可替代採用，套入計算公式亦吻合。

2. 選取正方形與平行四邊形排列：
正方形與平行四邊形的排列，與正方形與等腰直角三角形的排列大致相同，只需另外考慮平行四邊形的135(角，雖然變化多一點，但套入計算公式仍然吻合。
3. 選取等腰直角三角形與平行四邊形排列：
等腰直角三角形與平行四邊形的排列是最為複雜的，因為兩種幾何圖形都各有兩種角度變化，而同一種角度還要考慮「翻面」的變化，不過我們仍然可分成奇數片與偶數片兩部分來分析，奇數片完並吻合沒問題，偶數片點對稱的外形在這部分較多，所以要再一一分析，其翻面變化的步驟也一樣，要特別分析翻偶數片的部分，再研究能否套用公式。
(三)、選取三種幾何圖形    
本來以為這個部分還要花很長的時間，才能把它實際的排過一次並套入公式比對，不過可能是因為正方形沒有角度變化問題，也沒有翻面的問題，而整個外形在加入正方形、等腰直角三角形與平行四邊形的排列後，也大大減少了對稱的可能性，所以其中只有一組全是偶數個的情況要特別研究，其它都可以與我們的排列公式吻合。
五、研究結果：
(一)、選取一種幾何圖形
1. 選取正方形排列：
	90(的個數
	基本形個數
	圖形
	點對稱
	總個數
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2. 選取等腰直角三角形排列：  

	45(
	90(
	基本形個數
	圖形
	點對稱
	翻面變化
	總個數

	8
	0
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3. 選取平行四邊形排列：
	45(
	135(
	基本形個數
	圖形
	點對稱
	翻面變化
	總個數

	8
	0
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8 個等腰直角三角形皆選取45(角的整體外形的排列方式只有一種，但它經過翻面所改變的外形個數卻是最多、最複雜的，因此，我們以翻一片、翻二片、…翻八片的方式分析；此基本形特殊的是會因旋轉45(後而產生重覆，所以翻奇數面時變化量為
[image: image39.wmf]8
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倍，翻偶數片時則因產生點對稱外形，其重覆性會較少，因此需加上那些點對稱外形的個數，才能除8。而8 個平行四邊形因同樣取45(角去排列，所以它與等腰直角三角形一樣只有一種排列方式，翻面所產生的變化也與等腰直角三角形的變化一樣。

	註1-1
	翻面個數
	變化量
	公式
	總個數
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(附件一：翻一~四片的所有情況)

	
	翻一個
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	翻二個
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	翻三個
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	翻四個
	10
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	翻五個
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	翻六個
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	翻七個
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	翻八個
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由上表可得總個數為 
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附註：
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 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
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[image: image55]
這些點對稱翻面變化的圖形其重覆性較少，故需另外加入。而式子前面的加2與括號中的減2是因為全部翻面與全部不翻面沒有重覆的問題。

因旋轉180(後而產生重覆，所以翻奇數面時變化量為
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倍，翻偶數片時則因產生點對稱外形，其重覆性較少，故需加上那些點對外形的個數，才能除2。
	註1-2
	翻面個數
	變化量
	公式
	總個數

	
[image: image57]
	翻零個
	1
	
[image: image58.wmf]1

4

,

0

4

=

ê

ë

é


	
[image: image59.wmf]10

1

,

1

2

2

2

2

1

2

4

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

ê

ë

é

+

-

´

+



	
	翻一個
	2
	
[image: image60.wmf]2

3

,

1

4

2

1

=

ê

ë

é

´


	

	
	翻二個
	4
	
[image: image61.wmf]4

1

,

1

2

2

,

2

4

2

1

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

ê

ë

é

+

ê

ë

é

´


	

	
	翻三個
	2
	
[image: image62.wmf]ê

ë

é

=

´

2

1

,

3

4

2

1


	

	
	翻四個
	1
	
[image: image63.wmf]ê

ë

é

=

1

0

,

4

4


	


附註：
[image: image64]    這兩種情況的翻面變化在整個翻面計數的過程中，並沒有產生重覆，所以需外加
[image: image65.wmf]ê

ë

é

=

2

1

,

1

2

，才能一起除2。

同樣旋轉180(後而產生重覆，所以翻奇數面時變化量為
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倍，翻偶數片時則因產生點對稱外形，其重覆性較少，故需加上那些點對稱外形的個數，才能除2，其片數雖與註1-2不相同，但翻面變化卻是相同的，因此其變化是的個數都相同，所需額外加入的個數與推導出來的公式也都完全符合。
	註1-3
	翻面個數
	變化量
	公式
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(二)、選取二種幾何圖形
1. 選取正方形與等腰直角三角形排列：
	
	
[image: image74]
	基本形個數
	圖形
	點對稱
	翻面變化
	總個數

	90(
	45(
	90(
	
	
	
	
	

	1
	6
	0
	
[image: image75.wmf]1

1

,

6

7

7

1

=

ê

ë

é

´


	
[image: image76]
	×
	26
	1 × 26
= 64

	1
	4
	1
	
[image: image77.wmf]5

1

,

4

,

1

6

6

1

=

ê

ë

é

´


	
[image: image78]
	×
	5
[image: image79.wmf]´

24
	80

	1
	2
	2
	
[image: image80.wmf]6

2

,

2

,

1

5

5

1

=

ê

ë

é

´


	
[image: image81]
	×
	6
[image: image82.wmf]´

22
	24

	1
	0
	3
	
[image: image83.wmf]1

3

,

1

4

4

1

=

ê

ë

é

´


	
[image: image84]
	×
	20
	1

	2
	4
	0
	
[image: image85.wmf]3

2

,

1

3

4

,

2

6

6

1

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

ê

ë

é

+

ê

ë

é

´


	
[image: image86]
	×
	24
	2×24＋10

= 42

	
	
	
	
	
[image: image87]
	×
	24
	

	
	
	
	
	
[image: image88]
	(
	10

(註2-1)
	

	2
	2
	1
	
[image: image89.wmf]6

1

,

2

,

2

5

5

1

=

ê

ë

é

´


	
[image: image90]
	×
	6 × 22
	24

	2
	0
	2
	
[image: image91.wmf]2

1

,

1

2

2

,

2

4

4

1

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

ê

ë

é

+

ê

ë

é

´


	
[image: image92]
	×
	20
	2

	
	
	
	
	
[image: image93]
	(
	20
	

	3
	2
	0
	
[image: image94.wmf]2

2

,

3

5

5

1

=

ê

ë

é

´


	
[image: image95]
	×
	2 × 22
	8

	3
	0
	1
	
[image: image96.wmf]1

1

,

3

4

4

1

=

ê

ë

é

´


	
[image: image97]
	×
	20
	1


2. 選取正方形與平行四邊形排列：
	
	
	基本形個數
	圖形
	點對稱
	翻面變化
	總數
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正方形的90(角剛好與等腰直角三角形的90(角一樣，而平行四邊形的45(角也與等腰直角三角形的45(角一樣，因此情況與註1-2同。

	註2-1
	翻面個數
	變化量
	公式
	總個數
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3. 選取等腰直角三角形與平行四邊形排列：
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	附表(一)
	14 × 24
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= 244
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附表(一)

	不對稱
	對稱
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	翻面變化共 14 × 24
	註2-3
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	附表(二)
	8 × 28＋136
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	翻面變化共 8 × 28
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當這兩個幾何圖形的個數與翻面數皆為偶數時，須先加上點對稱個數，再除去旋轉重覆的倍數，註2-2的三基本形，皆旋轉180(後相同，為360(的
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倍。

	註2-2
	翻面個數
	變化量
	公式
	總個數
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(附件二：翻一~四片的所有情況)
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	翻八個
	1
	
[image: image237.wmf]ê

ë

é

=

1

0

,

8

8


	


由上表可得總個數為  
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1

,

3

4

2

,

2

4

3

,

1

4

2

2

2

1

2

8

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

ê

ë

é

+

ê

ë

é

+

ê

ë

é

+

-

´

+


平行四邊形的45(角與等腰直角三角形的45(角一樣，因此情況與註1-2同。
	註2-3
	翻面個數
	變化量
	公式
	總個數
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(附件三：翻一~四片

的所有情況)
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	翻二個
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	翻四個
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此基本形與8個等腰直角三角形的情況大致相同，不同的是此基本形是因旋轉90(後而產生重覆，因此加上那些點對外形的個數後，只需除4即可。
	註2-4
	翻面個數
	變化量
	公式
	總個數
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	70

(附件四：翻一~四片的所有情況)
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	翻四個
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	翻五個
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	翻六個
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由上表可得總個數為 
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1

,

1

2

2

1

,

3

4

2

,

2

4

3

,

1

4

2

2

4

1

2

8

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

ê

ë

é

ê

ë

é

´

+

+

ê

ë

é

+

ê

ë

é

+

-

´

+


平行四邊形的45(角與等腰直角三角形的45(角一樣，因此情況與註1-3同。
	註2-5
	翻面個數
	變化量
	公式
	總個數
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	翻零個
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	翻二個
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	翻三個
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 (三)、選取三種幾何圖形    
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	點對稱
	總個數
	公式
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	45(
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	135(
	
	
	

	1
	1
	0
	5
	0
	×
	384
	
[image: image269.wmf]384

2

5

,

1

,

1

7

7

1

6

=

´

ê

ë

é

´



	1
	1
	0
	2
	1
	×
	192
	
[image: image270.wmf]192

2

2

,

1

,

1

,

1

5

5

1

4

=

´

ê

ë

é

´



	1
	2
	0
	4
	0
	×
	960
	
[image: image271.wmf]960

2

4

,

2

,

1

7

7

1

6

=

´

ê

ë

é

´



	1
	2
	0
	1
	1
	×
	192
	
[image: image272.wmf]192

2

1

,

1

,

2

,

1

5

5

1

4

=

´

ê

ë

é

´



	1
	3
	0
	3
	0
	×
	1280
	
[image: image273.wmf]1280

2

3

,

3

,

1

7

7

1

6

=

´

ê

ë

é

´



	1
	3
	0
	0
	1
	×
	64
	
[image: image274.wmf]64

2

1

,

3

,

1

5

5

1

4

=

´

ê

ë

é

´



	1
	4
	0
	2
	0
	×
	960
	
[image: image275.wmf]960

2

2

,

4

,

1

7

7

1

6

=

´

ê

ë

é

´



	1
	5
	0
	1
	0
	×
	384
	
[image: image276.wmf]384

2

1

,

5

,

1

7

7

1

6

=

´

ê

ë

é

´



	1
	0
	1
	4
	0
	×
	80
	
[image: image277.wmf]80

2

4

,

1

,

1

6

6

1

4

=

´

ê

ë

é

´



	1
	0
	1
	1
	1
	×
	24
	
[image: image278.wmf]24

2

1

,

1

,

1

,

1

4

4

1

2

=

´

ê

ë

é

´



	1
	1
	0
	5
	0
	×
	384
	
[image: image279.wmf]384

2

5

,

1

,

1

7

7

1

6

=

´

ê

ë

é

´



	1
	1
	1
	3
	0
	×
	320
	
[image: image280.wmf]320

2

3

,

1

,

1

,

1

6

6

1

4

=

´

ê

ë

é

´



	1
	1
	1
	0
	1
	×
	24
	
[image: image281.wmf]24

2

1

,

1

,

1

,

1

4

4

1

2

=

´

ê

ë

é

´



	1
	2
	1
	2
	0
	×
	480
	
[image: image282.wmf]480

2

2

,

2

,

1

,

1

6

6

1

4

=

´

ê

ë

é

´



	1
	3
	1
	1
	0
	×
	320
	
[image: image283.wmf]320

2

1

,

3

,

1

,

1

6

6

1

4

=

´

ê

ë

é

´



	1
	0
	2
	2
	0
	×
	24
	
[image: image284.wmf]24

2

2

,

2

,

1

5

5

1

2

=

´

ê

ë

é

´



	1
	1
	2
	1
	0
	×
	48
	
[image: image285.wmf]48

2

1

,

1

,

2

,

1

5

5

1

2

=

´

ê

ë

é

´



	
[image: image286]
	
[image: image287]
	
[image: image288]
	點對稱
	總個數
	公式
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	附表(三)
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附表(三)
	不對稱
	對稱
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[image: image311]

	翻面變化共 14 × 24
	註3-1


正方形的90(角剛好與等腰直角三角形的90(角一樣，而平行四邊形的45(角也與等腰直角三角形的45(角一樣，因此情況與註2-3同。
	註3-1
	翻面個數
	變化量
	公式
	總個數
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	翻零個
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	翻一個
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	翻二個
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	翻三個
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六、結論：

1.第一部分：幾何圖形任一種奇數個排列與翻面變化的總個數為      

[image: image320.wmf]t
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           x：正方形的個數

           y：等腰直角三角形90(角的個數

           z：等腰直角三角形45(角的個數

           p：平形四邊形135(角的個數

           q：平形四邊形45(角的個數

m：x＋y＋z＋p＋q

t：z＋p＋q         
2.第二部分：幾何圖形皆偶數個
步驟一：排列基本形個數的計算公式
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(1) 等腰直角三角形與平行四邊形皆取45(角排列時，m = 8


[image: image322.wmf]s
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        (2)  2個正方形                    4個45(等腰直角三角形

            2個90(角等腰直角三角形       4個45(平行四邊形

             則m = 6，可得排列公式 
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            2個正方形                    

              2個90(角等腰直角三角形       

             則m = 6，可得排列公式 
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         (3)  2個135(角平行四邊形與      2個45(等腰直角三角形

                                         2個45(平行四邊形

             則m = 4，可得排列公式
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步驟二：找出點對稱外形的個數(r)，分別就其基本形的翻面變化分析，

        同步驟一之3項分類：
(1) 
[image: image326.wmf]t
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(旋轉180(的不需加括號中的
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a：旋轉產生重覆的角度(如：45(、90(、180()

 (2)(3)點對稱外形可翻面變化總個數
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    綜合上述兩步驟，排列與翻面變化總個數：

(1) (s－r) × 28 ＋ t     (r=2時，t就有兩個不同的值)
         (2) 2 × 24 + 10 = 42 與14 × 24 + 2 × 10 =244
         (3) 24 + 10 = 26

七、未來發展：

1. 再加入七巧板中另外兩種等腰直角三角形的排列。

2. 再加入其它幾何圖形排列。
八、照片與心得：

[image: image329.jpg]


    [image: image330.jpg]



拼拼湊湊時（同志加油阿！！）        老師指導時1（天使出現了呦）
[image: image331.jpg]


    [image: image332.jpg]



因圖形翻轉而頭大時（沉思             集體討論中（奇怪，怎麼好像只有

    ~~~~~~，另一個好像在玩勒）                     一人在思考勒）
[image: image333.jpg]


    [image: image334.jpg]



老師指導時2（近一點看更加讓             圖形比對中（好專注喔）

人著迷）

[image: image335.jpg]


    [image: image336.jpg]



認真的討論中（ㄑ，被擋住了）           找到錯誤時（找到還那麼快樂）
[image: image337.jpg]


    [image: image338.jpg]



重新整理時（一片溫馨）             完成了來個大合照（完成的感覺真

                                                      好呀！！）

心得：

    能做這次的科展，使我們感到非常的興奮，在經過三個多月的努力後，我們終於完成了。剛開始研究時，老師只拿了一大堆七巧板來給我們排，本來以為會像平常玩七巧板一樣的簡單、容易，不過，在研究的過程中，發現我們實在太天真了，幸好最後在老師的指導下，我們終於克服了無數困難、又突破許多研究障礙而完成了。

    在這次的科展中，我們發現圖形的排列有這麼多種的變化，雖然一路上非常的辛苦、坎坷，但是將一個個困難突破的感覺真是讓我們非常有成就感，每突破一個困難，就讓我們更想繼續下去的動力﹝愈後面突破困難的動作就愈快﹞，也讓我們在數學領域中成長許多，希望在未來，我們還有機會接觸到更多數學方面的秘密，來滿足我們的好奇心。
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