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從立體模型探討一元三次式的因式分解

壹、摘要 

用立體模型探討一元三次式的因式分解

貳、研究動機 

有一天數學老師，在課堂上教我們一元二次式的因式分解，那時，老師是利用數片邊長為x公分的正方形紙板、邊長各為x及1公分的長方形和邊長為1公分的正方形紙板，拼出一個矩形，再利用面積等於長乘寬的概念，來解釋一元二次式的因式分解，這時我心中在想如果一元二次式的因式分解可用平面圖解釋，那麼同樣的道理，一元三次式的因式分解是否也可以利用立體模型（正方體、長方體）來排呢（體積=長×寬×高）？於是我們就去請教老師，就此展開了我們的研究。

參、研究目的

用立體模型解釋一元三次式的因式分解，並從中找出因式分解一元三次式的秘訣。

肆、研究設備及器材 

邊長7㎝的正立方體20個，將此正立方體當作是
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（如圖一），長7㎝、寬7㎝、高2.3㎝的長方體30個，將此長方體當作是
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（如圖二），長7㎝、寬2.3㎝、高2.3㎝長方體20個，將此長方體當作是x（如圖三），邊長2.3㎝的正立方體40個，將此正立方體當作是1（如圖四）。 
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（圖一）             （圖二）              （圖三）         （圖四） 

伍、研究方法及過程

研究一：

（一）以一個
[image: image7.wmf]3

x

為主體，設a、b、c為正整數，向外往長、寬、高三個方向延伸，往長的方向延伸a層，往寬延伸b層，往高延伸c層。當向長的方向，向外延伸a層時，需要a個
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x

，體積如（圖五），又往寬的方向延伸b層，又需要b(
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+ax)，也就是b個
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以及ab個x，體積如（圖六），再往高的方向延伸c層，即又需要c（
[image: image11.wmf]2

x

+ax+bx+ab），也就是c個
[image: image12.wmf]2

x

、c（a+b）個x和abc個1，體積如（圖七），整理後發現會跟（x＋a）（x＋b）（x＋c）乘開後的答案
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＋（a＋b＋c）
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＋（ab＋ac＋bc）x＋abc相等。  
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（圖六）[image: image1.wmf]3
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（圖七）
（二）以一個
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為主體，當由長的方向，向內縮a層時，體積如（圖八）的陰影部分，又往寬的方向向內縮b層，體積如（圖九）的陰影部分，再往高的方向向內縮c層，體積如（圖十）的陰影部分，整理後發現會跟（x－a）（x－b）（x－c）乘開後的答案
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－（a＋b＋c）
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＋（ab＋ac＋bc）x－abc相等。

[image: image20.wmf]¼e

ªø

°ª

©¹ªø¦V¤ºÁYa¼h

Åé¿n¬°

x

3

-a

x

2

     [image: image21.wmf]¼e

ªø

°ª

©¹ªø¦V¤ºÁYa¼h

©¹¼e¦V¤ºÁYb¼h

Åé¿n¬°

x

3

-a

x

2

-bx(x-a)


（圖八）                             （圖九）
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     （圖十）
（三）觀察（一）
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＋（a+b+c）
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x

＋（ab+ac+bc）x＋abc＝（x＋a）（x＋b）（x＋c）
（二）
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x

－（a+b+c）
[image: image26.wmf]2

x

＋（ab+ac+bc）x－abc＝（x－a）（x－b）（x－c）
可以得知，一元三次式的常數項之因數，為因式分解後各一次式的常數。亦即要因式分解任意的
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係數為1的一元三次式，可先由x＋β當成長（β為一元三次式常數項的因數），去除原一元三次式。

1.若能整除，即找到長，剩下的二次式便可用十字交乘法，輕鬆地找出寬與高。

例1：因式分解
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x

＋6
[image: image29.wmf]2

x

＋11x＋6
解：因為6的因數有±1、±2、±3、±6

可先設長為x＋1
則（
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＋11x＋6）÷（x＋1）＝ 
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＋5x＋6

而
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 ＋5x＋6＝（x＋2）（x＋3）

即 
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x

＋11x＋6＝（x＋1）（x＋2）（x＋3）

此與我們用立體模型，1個
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x

、6個
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、11個x、6個1，排出的長方體，長是（x＋1），寬是（x＋2），高是（x＋3）結果相同。

   例2：因式分解
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＋4
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x

＋x－6
解：因為6的因數有±1、±2、±3、±6

可先設長為x＋1，發現無法整除

再試長為x－1
（
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x

＋4
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x

＋x－6）÷（x－1）＝  
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x

＋5x＋6
而
[image: image43.wmf]2

x

 ＋5x＋6＝（x＋2）（x＋3）

即
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＋4
[image: image45.wmf]2

x

＋x－6＝（x－1）（x＋2）（x＋3）
此與我們用立體模型，排出的長方體，長是（x－1），寬是（x＋2），高是（x＋3）結果相同。
2.我們也發現到，有時雖然找到了長，但剩下的一元二次式無法再因式分解，此時，我們稱此一元三次式是不完全分解。

例1：因式分解
[image: image46.wmf]3
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＋2x＋1     

解：因為1的因數有±1

  所以令長為x＋1

則（
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＋2x＋1）÷（x＋1）＝
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＋x＋1

而
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＋x＋1無法再分解

我們用立體模型，1個
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、2個
[image: image53.wmf]2

x

、2個x、1個1去排，無法排出長方體，所以，當無法完全分解時，必定也無法用立體模型排出。

例2：因式分解
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x

＋10x－8
解：因為8的因數有±1、±2、±4、±8

  所以令長為x+1發現不能整除

  再試x－1也不能整除

  一直試到了x－2

則（
[image: image56.wmf]3

x

－5
[image: image57.wmf]2

x

＋10x－8）÷（x－2）＝
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－3x＋4

而
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x

－3x＋4無法再分解

我們用立體模型也無法排出長方體，所以，當無法完全分解時，必定也無法用立體模型排出。

3.另一種狀況則是找不到長來整除此一元三次式，此時，我們稱此一元三次式無法分解。例1：因式分解
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＋
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x

＋x＋2     

解：因為2的因數有±1、±2

所以令長為x＋1    

但是x＋1並無法整除
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＋
[image: image63.wmf]2

x

＋x＋2
再令長為x－1，也不能整除；再令長為x＋2、x－2，也不能整除

我們用立體模型，1個
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、1個
[image: image65.wmf]2

x

、1個x、2個1去排，無法排出長方體，所以，當無法分解時，必定也無法用立體模型排出。

例2：因式分解
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x

＋2
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x

－4x－5
解：因為5的因數有±1、±5

所以令長x+1，但是x＋1並無法整除
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x

－4x－5
再令長為x－1，也不能整除；再令長為x＋5、x－5，也不能整除

我們用立體模型也無法排出長方體，所以，當無法分解時，必定也無法用立體模型排出。

研究二：
以k個
[image: image70.wmf]3
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為主體（k為大於1的整數），當向長的方向，向外延伸a層時，需要a個
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x

，體積為（如圖十一），又往寬的方向延伸b層，又需要b(k
[image: image72.wmf]2

x

+ax)，也就是bk個
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以及ab個x，體積為（如圖十二），再往高的方向延伸c層，即又需要c（k
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x

+ax+bkx+ab），也就是c個k
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x

、c（a+bk）個x和abc個1，體積為（如圖十三），整理後發現會跟（kx+a）（x+b）（x+c）乘開後的答案k
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+（a+bk+ck）
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+（ab+ac+bck）x+abc相等。
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（圖十一）                                 （圖十二）
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（圖十三）
觀察k
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+（a+bk+ck）
[image: image82.wmf]2
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+（ab+ac+bck）x+abc＝（kx＋a）（x＋b）（x＋c）
可以得知，一元三次式的常數項之因數，為因式分解後各一次式的常數；
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項的係數k之因數，為因式分解後各一次式x項的係數。亦即要因式分解任意的
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係數為k（k為大於1的整數）的一元三次式，可先由αx＋β當成長（α為
[image: image85.wmf]3

x

項係數k之正因數、β為常數項的因數），去除原一元三次式。

1.若能整除，即找到長，剩下的二次式便可用十字交乘法，輕鬆地找出寬與高。

例1：因式分解2
[image: image86.wmf]3

x

＋11
[image: image87.wmf]2

x

＋18x＋9

解：因為2的正因數有1、2

9的因數有±1、±3、±9
可先設長為x＋1
則（2
[image: image88.wmf]3

x

＋11
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＋18x＋9）÷（x＋1）＝2
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x

＋9x＋9

而2
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x

＋9x＋9＝（x＋3）（2x＋3）

即 2
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x

＋11
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x

＋18x＋9＝（x＋1）（x＋3）（2x＋3）
此與我們用立體模型，2個
[image: image94.wmf]3

x

、11個
[image: image95.wmf]2

x

、18個x、9個1，排出的長方體，長是（x＋1），寬是（x＋3），高是（2x＋3）結果相同。（若係數是負的，表示是往內縮，同研究一之（三）的例題，結果也是一樣的）

2.我們也發現到，有時雖然找到了長，但剩下的一元二次式無法再因式分解，此時，我們稱此一元三次式是不完全分解。

例1：因式分解3
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x

＋6x＋4     

解：因為3的正因數有1、3

        4的因數有±1、±2、±4

所以令長為x＋1

則（3
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＋6x＋4）÷（x＋1）＝3
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＋2x＋4
而3
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x

＋2x＋4無法再分解
我們用立體模型，3個
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x

、5個
[image: image103.wmf]2

x

、6個x、4個1去排，無法排出長方體，所以，當無法完全分解時，必定也無法用立體模型排出。（若係數是負的，表示是往內縮，同研究一之（三）的例題，結果也是一樣的）

3.另一種狀況則是找不到長來整除此一元三次式，此時，我們稱此一元三次式無法分解。例1：因式分解3
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x

＋9x＋2     

解：因為3的正因數有1、3

        2的因數有±1、±2

所以令長為x＋1    

但是x＋1並無法整除3
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＋9x＋2
再令長為x－1，也不能整除

再令長為x＋2、x－2、3x＋1、3x－1、3x＋2、3x－2，也不能整除

我們用立體模型，3個
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、5個
[image: image109.wmf]2

x

、9個x、2個1去排，無法排出長方體，所以，當無法分解時，必定也無法用立體模型排出。（若係數是負的，表示是往內縮，同研究一之（三）的例題，結果也是一樣的）

研究三：
以kL個
[image: image110.wmf]3
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為主體（k、L為大於1的整數），當向長的方向，向外延伸a層時，需要aL個
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，體積為（如圖十四），又往寬的方向延伸b層，又需要b(k
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+ax)，也就是bk個
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以及ab個x，體積為（如圖十五），再往高的方向延伸c層，即又需要c（kL
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+aLx+bkx+ab），也就是c個kL
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x

、c（aL+bk）個x和abc個1，體積為（如圖十六），整理後發現會跟（kx+a）（Lx+b）（x+c）乘開後的答案kL
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+（ab+acL+bck）x+abc相等。
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（圖十五）
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（圖十六）
觀察kL
[image: image121.wmf]3

x

+（aL+bk+cLk）
[image: image122.wmf]2

x

+（ab+acL+bck）x+abc＝（kx＋a）（Lx＋b）（x＋c）
可以得知，一元三次式的常數項之因數，為因式分解後各一次式的常數；
[image: image123.wmf]3

x

項的係數kL之因數，為因式分解後各一次式x項的係數。亦即要因式分解任意的
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x

係數為kL（k、L為大於1的整數）的一元三次式，可先由αx＋β當成長（α為
[image: image125.wmf]3

x

項係數kL之正因數、β為常數項的因數），去除原一元三次式。

1.若能整除，即找到長，剩下的二次式便可用十字交乘法，輕鬆地找出寬與高。

例1：因式分解6
[image: image126.wmf]3

x

＋17
[image: image127.wmf]2

x

＋11x＋2
解：因為6的正因數有1、2、3、6
2的因數有±1、±2、

    可先設長為x＋1，發現無法整除

再試長為x－1，也一樣無法整除
一直試到了x＋2
則（6
[image: image128.wmf]3
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＋17
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＋11x＋2）÷（x＋2）＝6
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＋5x＋1
而6
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＋5x＋1＝（2x＋1）（3x＋1）
即6
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＋17
[image: image133.wmf]2

x

＋11x＋2＝（x＋2）（2x＋1）（3x＋1）
此與我們用立體模型，6個
[image: image134.wmf]3

x

、17個
[image: image135.wmf]2

x

、11個x、2個1，排出的長方體，長是（x＋2），寬是（2x＋1），高是（3x＋1）結果相同。（若係數是負的，表示是往內縮，同研究一之（三）的例題，結果也是一樣的）

2.我們也發現到，有時雖然找到了長，但剩下的一元二次式無法再因式分解，此時，我們稱此一元三次式是不完全分解。

例1：因式分解4
[image: image136.wmf]3

x

＋10
[image: image137.wmf]2

x

＋8x＋3     

解：因為4的正因數有1、2、4

3的因數有±1、±3

所以令長為x+1，發現無法整除
再試長為x－1 ，也發現無法整除，一直試到了2x＋3

則（4
[image: image138.wmf]3

x

＋10
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x

＋8x＋3）÷（2x＋3）＝2
[image: image140.wmf]2

x

＋2x＋1
而2
[image: image141.wmf]2

x

＋2x＋1無法再分解
我們用立體模型，4個
[image: image142.wmf]3

x

、10個
[image: image143.wmf]2

x

、8個x、3個1去排，無法排出長方體，所以，當無法完全分解時，必定也無法用立體模型排出。（若係數是負的，表示是往內縮，同研究一之（三）的例題，結果也是一樣的）

3.另一種狀況則是找不到長來整除此一元三次式，此時，我們稱此一元三次式無法分解。例1：因式分解4
[image: image144.wmf]3

x

＋5
[image: image145.wmf]2

x

＋3x＋1     

解：因為4的正因數有1、2、4

1的因數有±1  

所以令長為x＋1    
但是x＋1並無法整除4
[image: image146.wmf]3

x

＋5
[image: image147.wmf]2

x

＋3x＋1  
再令長為x－1，也不能整除；再令長為2x＋1，也不能整除

依次再令長為2x－1、4x＋1、4x－1，也都不能整除
我們用立體模型，4個
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x

、5個
[image: image149.wmf]2

x

、3個x、1個1去排，無法排出長方體，所以，當無法分解時，必定也無法用立體模型排出。（若係數是負的，表示是往內縮，同研究一之（三）的例題，結果也是一樣的）

研究四：
以kLm個
[image: image150.wmf]3

x

為主體（k、L、m為大於1的整數），當向長的方向，向外延伸a層時，需要aL個
[image: image151.wmf]2

x

，體積為（如圖十七），又往寬的方向延伸b層，又需要b(km
[image: image152.wmf]2

x

+amx)，也就是bkm個
[image: image153.wmf]2

x

以及abm個x，體積為（如圖十八），再往高的方向延伸c層，即又需要

c（kL
[image: image154.wmf]2

x

+aLx+bkx+ab），也就是ckL個
[image: image155.wmf]2

x

、c（aL+bk）個x和abc個1，體積為（如圖十九），整理後發現會跟（kx+a）（Lx+b）（mx+c）乘開後的答案kLm
[image: image156.wmf]3

x

+（aLm+bkm+cLk）
[image: image157.wmf]2

x

+（abm+acL+bck）x+abc相等。

[image: image158.wmf]¼e

°ª

ªø

©¹ªø©µ¦ùa¼h

ªø¬°kx,¼e¬°Lx,°ª¬°mx,Åé¿n¬°kLmX

3

+aLm

x

2

[image: image159.wmf]¼e

°ª

ªø

©¹ªø©µ¦ùa¼h 

©¹¼e©µ¦ùb¼h

ªø¬°kx,¼e¬°Lx,°ª¬°mx,Åé¿n¬°kLmx

3

+aLm

x

2

+b(km

x

2

+amx)

（圖十七）                                           （圖十八）
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觀察 kLm
[image: image161.wmf]3

x

+（aLm+bkm+cLk）
[image: image162.wmf]2

x

+（abm+acL+bck）x+abc＝（kx＋a）（Lx＋b）（mx＋c）
可以得知，一元三次式的常數項之因數，為因式分解後各一次式的常數；
[image: image163.wmf]3

x

項的係數kLm之因數，為因式分解後各一次式x項的係數。亦即要因式分解任意的
[image: image164.wmf]3

x

係數為kLm（k、L、m為大於1的整數）的一元三次式，可先由αx＋β當成長（α為
[image: image165.wmf]3

x

項係數kLm之正因數、β為常數項的因數），去除原一元三次式。

1.若能整除，即找到長，剩下的二次式便可用十字交乘法，輕鬆地找出寬與高。

例1：因式分解8
[image: image166.wmf]3

x

＋20
[image: image167.wmf]2

x

＋14x＋3
解：因為8的正因數有1、2、4、8

    3的因數有±1、±3

可先設長為x＋1，發現無法整除
再試長為x－1，也一樣無法整除
一直試到了2x＋1

則（8
[image: image168.wmf]3

x

＋20
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x

＋14x＋3）÷（2x＋1）＝4
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x

＋8x＋3
而4
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x

＋8x＋3＝（2x＋1）（2x＋3）

即（8
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x

＋20
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x

＋14x＋3）＝（2x＋1）（2x＋1）（2x＋3）

此與我們用立體模型，8個
[image: image174.wmf]3

x

、20個
[image: image175.wmf]2

x

、14個x、3個1，排出的長方體，長是（2x＋1），寬是（2x＋1），高是（2x＋3）結果相同。（若係數是負的，表示是往內縮，同研究一之（三）的例題，結果也是一樣的）

2.我們也發現到，有時雖然找到了長，但剩下的一元二次式無法再因式分解，此時，我們稱此一元三次式是不完全分解。

例1：因式分解8
[image: image176.wmf]3

x

＋6
[image: image177.wmf]2

x

＋3x＋1   

解：因為8的正因數有1、2、4、8

     1的因數有±1
所以令長為x＋1，發現無法整除
再試長為x－1，也一樣無法整除
一直試到了2x＋1

則（8
[image: image178.wmf]3

x

＋6
[image: image179.wmf]2

x

＋3x＋1）÷（2x＋1）＝4
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x

＋x＋1
而4
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x

＋x＋1無法再分解
我們用立體模型，8個
[image: image182.wmf]3

x

、6個
[image: image183.wmf]2

x

、3個x、1個1去排，無法排出長方體所以，當無法完全分解時，必定也無法用立體模型排出。（若係數是負的，表示是往內縮，同研究一之（三）的例題，結果也是一樣的）

3.另一種狀況則是找不到長來整除此一元三次式，此時，我們稱此一元三次式無法分解。

例1：因式分解8
[image: image184.wmf]3

x

＋4
[image: image185.wmf]2

x

＋2x＋3     

解：因為8的正因數有1、2、4、8

3的因數有±1、±3

所以令長為x＋1，發現無法整除
再試長為x－1，也一樣無法整除
依次再令長為x＋3、x －3、2x＋1、2x －1、2x＋3、2x －3、4x＋1、4x －1、

4x＋3、4x －3、8x＋1、8x －1、8x＋3、8x －3也都不能整除
    我們用立體模型，8個
[image: image186.wmf]3

x

、4個
[image: image187.wmf]2

x

、2個x、3個1去排，無法排出長方體，所以，當無法分解時，必定也無法用立體模型排出。（若係數是負的，表示是往內縮，同研究一之（三）的例題，結果也是一樣的）
陸、結論

一、對於可因式分解的一元三次式，我們都可以用立體模型排出長方體，再利用

體積＝長×寬×高 ，解出其因式分解。

二、任意一個一元三次式，皆可用A
[image: image188.wmf]3

x

＋B
[image: image189.wmf]2

x

＋Cx＋D表示（A為
[image: image190.wmf]3

x

的係數、B為
[image: image191.wmf]2

x


的係數、C為x的係數、D為常數），只要先設長為αx＋β（α是A的正因數、

β是D的因數），去除A
[image: image192.wmf]3

x

＋B
[image: image193.wmf]2

x

＋Cx＋D，如果可以整除，接下來的二次式，

就可用學過的十字交乘法來分解。如果不可以整除，再試A的下一個正因數，D

的下一個因數，以此類推，直到整除找到長為止，如果都找不到，就確定為無

法分解。

      三、若A
[image: image194.wmf]3

x

＋B
[image: image195.wmf]2

x

＋Cx＋D的各項係數有公因數，可先提出公因數，再按照（結論二）

的方法作因式分解。

四、若
[image: image196.wmf]3

x

項的係數為負的，可先提出負號，再按照（結論二）的方法作因式分解。

五、任意一個一元三次式的因式分解皆可分為：

（一）完全分解（可以用模型排出）

（二）不完全分解（不可以用模型排出）

（三）不能分解（不可以用模型排出）

六、一元四次式的因式分解，方法應該與一元三次式的因式分解相同，但不知是否可

以用其它類似的方法來解釋呢？

柒、照片
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你看看我們三個那認真的模樣

是不是很令人感動人感動ㄋ！！！
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我們來比賽一起來組組看看誰組的立體模型最GOOD
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哈！哈！哈！石智強組的最棒了
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唉！唉！我也不賴ㄚ
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我們進入了最後的準備工作…大家一起加油！加油！
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ENTER！一切準備就緒了！一起加油ㄛ
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