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一、研究動機： 

  國小上電腦課時，老師讓我們玩益智遊戲，其中有一題是有 3 根棒

子，另外有很多銀圈（如圖），然後去發現搬動銀圈所需的次數，而且

每次搬動時，大的銀圈不能放在小的銀圈上面，那時是利用滑鼠在螢

幕上移動，我想利用此深入探討，另外再變更一些條件，於是召集一

些志同道合的同學一起來做研究，雖然不知道可以探討些什麼，但經

過這些歷程我們的獲益將是很多的。 

二、研究目的： 

  取任意個銀圈，再加上一些不同的條件，去探討所需搬移的次數。 

三、文獻探討： 

  當我將我的想法告訴阿姨時，阿姨說她高中時好像有看過類似的題

目，因為阿姨很懷舊。將以前的課本都留了下來，所以我們就奮力地

找高中課本，終於皇天不負苦心人。在基礎數第一冊中找到了，為了

不影響自己的想法，所以完全不看解答，題目上有下列的傳說： 

  在古印度一個廟裏有 64 個大小不同的銀圈，從大而小由下而上的排

列在三根金棒中的一根（如上圖），從那時候開始，教士們就開始搬

動銀圈，每次從一根金棒上搬動一個銀圈到別根金棒上，但大圈不能

放在小圈的上面，他們的目的是要依照這個規則把這些銀圈全部搬到

另一根金棒上，據說這個目的達到時，好人必受獎賞，而壞人將受懲

罰。 

四、研究用具： 

 (1)用卡紙製 4 根棒子來替代文中的金棒。 

 (2)以鐵絲做成 10 個大小不同的圓圈，再以童軍繩環繞其外，製成 10

銀圈。 

 (3)紙。 

 (4)筆。 



五、研究過程和方法： 

 (一)有三根金棒，10 個大小不同的銀圈在同一根金棒上（排列方式：由

大到小→由下到上），將這些銀圈移到另一根金棒上，排列方式和

原來一樣，移動時不需考慮大小銀圈的排列順序。 

   n：表示銀圈的個數。 

   Sn：表示 n 個銀圈所需搬移的次數（最少次數）。 

   方法：一根金棒放 n 個銀圈，剩二根金棒是空的。 

      1.先將上面 n－1 個銀圈依序移到同一根金棒上，需要 n－1 次。 

      2.將最大的銀圈移到另一根空的金棒上，需要 1 次。 

      3.再將 n－1 個銀圈移到最大的銀圈上，需要 n－1 次。 

      所以總共需要(n－1)＋1＋(n－1)＝n－1＋1＋n－1＝2n－1 次。 

   n＝1    ，S1＝1 

   n＝2    ，S2＝3 

   n＝3    ，S3＝5 

   n＝4    ，S4＝7 

   n＝5    ，S5＝9 

   n＝6    ，S6＝11 

   n＝7    ，S7＝13 

   n＝8    ，S8＝15 

 

 

 

 (二)有三根金棒，10 個大小不同的銀圈在同一根金棒上（排列方式：由

大到小→由下到上），將這些銀圈移到另一根金棒上，排列方式和

原來的一樣，移動時大銀圈一定要放在小銀圈下面。 

   n：表示銀圈的個數。 

   Sn：表示 n 個銀圈所需搬移的次數（最少次數）。 

…
…
…
…
… 



   方法：將銀圈編號，銀圈愈大，編號數字愈大。 

      1.n＝1，將移到另一金棒上共需 1 次，所以 S1＝1。 

      2.n＝2，先將移到另一根金棒上，需要 1 次。 

          將移到另一空的金棒上，需要 1 次。 

          再將移到上，需要 1 次。 

          所以總共需要 1＋1＋1＝2×1＋1＝3 次。 

      3.n＝3，先將移到同一棒上，需要 3 次 

           （也就是 S2次） 

          將移到空的棒上，需要 1 次。 

          再將移到上，需要 3 次。 

          所以總共需要 3＋1＋1＝2×3＋1＝7 次。 

      4.n＝4，先將～移到同一棒上，需要 7 次 

           （也就是 S3次） 

          將移到空的棒上，需要 1 次。 

          再將～移到上，需要 7 次。 

          所以總共需要 7＋1＋7＝2×7＋1＝15 次。 

      5.n＝5，先將～移到同一棒上，需要 15 次 

           （也就是 S4 次） 

          將移到空的棒上，需要 1 次。 

          再將～移到上，需要 15 次。 

          所以總共需要 15＋1＋15＝2×15＋1＝31 次。 

      6.n＝6，先將～移到同一棒上，需要 31 次 

           （也就是 S5 次） 

          將移到空的棒上，需要 1 次。 

          再將～移到上，需要 31 次。 

          所以總共需要 31＋1＋31＝2×31＋1＝63 次。 

2S1＋1 

2S2＋1 

2S3＋1 

2S4＋1 

2S5＋1 



   n＝1    ，S1＝1 

   n＝2    ，S2＝3 

   n＝3    ，S3＝7 

   n＝4    ，S4＝15 

   n＝5    ，S5＝31 

   n＝6    ，S6＝63 

 

 

 

 (三)有四根金棒，10 個大小不同的銀圈在同一根金棒上（排列方式：由

大到→由下到上），將這些銀圈移到另一根金棒上，排列方式和原

來一樣，移動時不需考慮大小銀圈的排列順序。 

   n：表示銀圈的個數。 

   Sn：表示 n 個銀圈所需搬移的次數（最少次數）。 

   方法：一根金棒上放 n 個銀圈，剩三根金棒是空的。 

      1.先將上面 n－1 個銀圈依序移到另二根金棒上，需要 n－1 次。 

      2.將最大的銀圈移到空的金棒上，需要 1 次。 

      3.再將二根金棒上共 n－1 個銀圈移到最大的銀圈上，需要

n－1 次。 

      所以總共需要(n－1)＋1＋(n－1)＝2n－1 次。 

 

 

 

…
…
…
…
… 



   n＝1    ，S1＝1 

   n＝2    ，S2＝3 

   n＝3    ，S3＝5 

   n＝4    ，S4＝7 

   n＝5    ，S5＝9 

   n＝6    ，S6＝11 

   n＝7    ，S7＝13 

   n＝8    ，S8＝15 

 

 

 

 (四)有四根金棒，10 個大小不同的銀圈在同一根金棒上（排列方式：由

大到小→由下到上），將這些銀圈移到另一根金棒上，排列方式和

原來的一樣，移動時大銀圈一定要放在小銀圈的下面。 

   n：表示銀圈的個數。 

   S’n：表示 n 個銀圈所需搬移的次數（最少次數）。 

   Sn：在(二)條件下，n 個銀圈所需搬移的次數（最少次數）。 

   方法：將銀圈編號，銀圈愈大，編號數字愈大。 

   （理論上） 

      1.n＝1，S’1＝1 

      2.n＝2，S’2＝3 

      3.n＝3，S’3＝5 

      4.n＝4， S’1＋S3＋S’1＝1＋7＋1＝9 

           S’2＋S2＋S’2＝3＋3＋3＝9 

           S’3＋S1＋S’3＝5＋1＋5＝11 

          ∴S’4＝9 

…
…
…
…
… 



      5.n＝5， S’1＋S4＋S’1＝1＋15＋1＝17 

           S’2＋S3＋S’2＝3＋7＋3＝13 

           S’3＋S2＋S’3＝5＋3＋5＝13 

           S’4＋S1＋S’4＝9＋1＋9＝19 

          ∴S’5＝13 

      6.n＝6， S’1＋S5＋S’1＝1＋31＋1＝33 

           S’2＋S4＋S’2＝3＋15＋3＝21 

           S’3＋S3＋S’3＝5＋7＋5＝17 

           S’4＋S2＋S’4＝9＋3＋9＝21 

           S’5＋S1＋S’5＝13＋1＋13＝27 

          ∴S’6＝17 

      7.n＝7， S’1＋S6＋S’1＝1＋63＋1＝65 

           S’2＋S5＋S’2＝3＋31＋3＝37 

           S’3＋S4＋S’3＝5＋15＋5＝25 

           S’4＋S3＋S’4＝9＋7＋9＝25 

           S’5＋S2＋S’5＝13＋3＋13＝29 

           S’6＋S1＋S’6＝17＋1＋17＝35 

          ∴S’7＝25 

      8.n＝8， S’1＋S7＋S’1＝1＋127＋1＝129 

           S’2＋S6＋S’2＝3＋63＋3＝69 

           S’3＋S5＋S’3＝5＋31＋5＝41 

           S’4＋S4＋S’4＝9＋15＋9＝33 

           S’5＋S3＋S’5＝13＋7＋13＝33 

           S’6＋S2＋S’6＝17＋3＋17＝37 

           S’7＋S1＋S’7＝25＋1＋25＝51 

          ∴S’8＝33 



      9.n＝9， S’1＋S8＋S’1＝1＋255＋1＝257 

           S’2＋S7＋S’2＝3＋127＋3＝133 

           S’3＋S6＋S’3＝5＋63＋5＝73 

           S’4＋S5＋S’4＝9＋31＋9＝49 

           S’5＋S4＋S’5＝13＋15＋13＝41 

           S’6＋S3＋S’6＝17＋7＋17＝41 

           S’7＋S2＋S’7＝25＋3＋25＝53 

           S’8＋S1＋S’8＝33＋1＋33＝67 

          ∴S’9＝41 

      10.n＝10， S’1＋S9＋S’1＝1＋511＋1＝513 

            S’2＋S8＋S’2＝3＋255＋3＝261 

            S’3＋S7＋S’3＝5＋127＋5＝137 

            S’4＋S6＋S’4＝9＋63＋9＝81 

            S’5＋S5＋S’5＝13＋31＋13＝57 

            S’6＋S4＋S’6＝17＋15＋17＝49 

            S’7＋S3＋S’7＝25＋7＋25＝57 

            S’8＋S2＋S’8＝33＋3＋33＝69 

            S’9＋S1＋S’9＝41＋1＋41＝83 

          ∴S’10＝49 

   由上我們發現要求 S’n的最少次數，大概發生在  S’ ＋S ＋S’ 

                         S’ ＋S  ＋S' 

                         S’ ＋S ＋S’ 

      11.n＝11， S’5＋S6＋S’5＝13＋63＋13＝89 

            S’6＋S5＋S’6＝17＋31＋17＝65 

            S’7＋S4＋S’7＝25＋15＋25＝65 

           ∴S’11＝65 

2

1－n

2

1＋n
2

1－n

2

n

2

n

2

n

2
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2

1－n

2
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      12.n＝12， S’5＋S7＋S’5＝13＋127＋13＝153 

            S’6＋S6＋S’6＝17＋63＋17＝97 

            S’7＋S5＋S’7＝25＋31＋25＝81 

           ∴S’12＝81 

      13.n＝13， S’6＋S7＋S’6＝17＋127＋17＝161 

            S’7＋S6＋S’7＝25＋63＋25＝113 

            S’8＋S5＋S’8＝33＋31＋33＝97 

           ∴S’13＝97 

      14.n＝14， S’6＋S8＋S’6＝17＋255＋17＝289 

            S’7＋S7＋S’7＝25＋127＋25＝177 

            S’8＋S6＋S’8＝33＋63＋33＝129 

            S’9＋S5＋S’9＝41＋31＋41＝113 

           ∴S’14＝113 

      15.n＝15， S’7＋S8＋S’7＝25＋255＋25＝305 

            S’8＋S7＋S’8＝33＋127＋33＝193 

            S’9＋S6＋S’9＝41＋63＋41＝145 

            S’10＋S5＋S’10＝49＋31＋49＝129 

           ∴S’15＝129 

      16.n＝16， S’8＋S8＋S’8＝33＋255＋33＝321 

            S’9＋S7＋S’9＝41＋127＋41＝209 

            S’10＋S6＋S’10＝49＋63＋49＝161 

            S’11＋S5＋S’11＝65＋31＋65＝161 

           ∴S’16＝161 

      17.n＝17， S’8＋S9＋S’8＝33＋511＋33＝577 

            S’9＋S8＋S’9＝41＋255＋41＝347 

            S’10＋S7＋S’10＝49＋127＋49＝225 

            S’11＋S6＋S’11＝65＋63＋65＝193 

           ∴S’17＝193 



      18.n＝18， S’9＋S9＋S’9＝41＋511＋41＝593 

            S’10＋S8＋S’10＝49＋255＋49＝343 

            S’11＋S7＋S’11＝65＋127＋65＝257 

            S’12＋S6＋S’12＝81＋63＋81＝225 

           ∴S’18＝225 

      19.n＝19， S’9＋S10＋S’9＝41＋1023＋41＝1105 

            S’10＋S9＋S’10＝49＋511＋49＝609 

            S’11＋S8＋S’11＝65＋255＋65＝385 

            S’12＋S7＋S’12＝81＋127＋81＝289 

            S’13＋S6＋S’13＝97＋63＋97＝257 

           ∴S’19＝257 

      20.n＝20， S’10＋S10＋S’10＝49＋1023＋49＝1121 

            S’11＋S9＋S’11＝65＋511＋65＝637 

            S’12＋S8＋S’12＝81＋255＋81＝417 

            S’13＋S7＋S’13＝97＋127＋97＝321 

            S’14＋S6＋S’14＝113＋63＋113＝289 

           ∴S’20＝289 

      21.n＝21， S’12＋S9＋S’12＝81＋511＋81＝673 

            S’13＋S8＋S’13＝97＋255＋97＝449 

            S’14＋S7＋S’14＝113＋127＋113＝353 

            S’15＋S6＋S’15＝129＋63＋129＝321 

           ∴S’21＝321 

      22.n＝22， S’13＋S9＋S’13＝97＋511＋97＝705 

            S’14＋S8＋S’14＝113＋255＋113＝481 

            S’15＋S7＋S’15＝129＋127＋129＝385 

            S’16＋S6＋S’16＝161＋63＋161＝385 

           ∴S’22＝385 



   n＝1，S’1＝1 

   n＝2，S’2＝3 

   n＝3，S’3＝5 

   n＝4，S’4＝9 

   n＝5，S’5＝13 

   n＝6，S’6＝17 

   n＝7，S’7＝25 

   n＝8，S’8＝33 

   n＝9，S’9＝41 

   n＝10，S’10＝49 

   n＝11，S’11＝65 

   n＝12，S’12＝81 

   n＝13，S’13＝97 

   n＝14，S’14＝113 

   n＝15，S’15＝129 

   n＝16，S’16＝161 

   n＝17，S’17＝193 

   n＝18，S’18＝225 

   n＝19，S’19＝257 

   n＝20，S’20＝289 

   n＝21，S’21＝321 

   n＝22，S’22＝385 

 

 

 

 

…
…
…
…
… 



六、研究結果： 

 (一)有三根金棒，10 個大小不同的銀圈在同一根金棒上（排列方式：由

大到小→由下到上），將這些銀圈移到另一根金棒上，排列方式和

原來一樣，移動時不需考慮銀圈大小的排列順序。 

   n：表示銀圈的數。 

   Sn：表示 n 個銀圈所需搬移的次數（最少次數） 

   n＝1    ，S1＝1 

   n＝2    ，S2＝3 

   n＝3    ，S3＝5 

   n＝4    ，S4＝7 

   n＝5    ，S5＝9 

   n＝6    ，S6＝11 

   n＝7    ，S7＝13 

   n＝8    ，S8＝15 

 

 

 

   結果：我們發現 S1＝2×1－1，S2＝2×2－1，S3＝2×3－1， 

S4＝2×4－1，S5＝2×5－1，S6＝2×6－1，S7＝2×7－1， 

S8＝2×8－1，由以上我們可以推論出 Sn＝2×n－1＝2n－1，

所以當銀圈有 64 個，即 n＝64，S64＝2×64－1＝127，也就

是說有 64 個銀圈，在上述條件下需搬移 127 次。 

 (二)有三根金棒，10 個大小不同的銀圈在同一根金棒上（排列方式：由

大到小→由下到上），將這些銀圈移到另一根金棒上，排列方式和

原來一樣，移動時大銀圈一定要放在小銀圈下面。 

   n：表示銀圈的個數。 

   Sn：表示 n 個銀圈所需搬移的次數（最少次數）。 

…
…
…
…
… 



   n＝1    ，S1＝1 

   n＝2    ，S2＝3 

   n＝3    ，S3＝7 

   n＝4    ，S4＝15 

   n＝5    ，S5＝31 

   n＝6    ，S6＝63 

   n＝7    ，S7＝127 

 

 

 

   結果：1.我們發現 Sn＝2×Sn－1＋1＝2Sn－1＋1，但是當我們要知道 S64

等於多少必須知道 S63是多少，要知道 S63又必須知道 S62，

以此類推，我必須知道 S1推 S2，知道 S2推 S3，………，

S1、S2、S3……S63 都必須要知道，雖然此法可行，但是不

夠快速。 

      2.我們發現 1   3   7   15   31  ……… 

 

             2  4＝2
2 8＝2

3  16＝2
4
 

       我們可以將 Sn改寫：S1＝1，S2＝1＋2
1， 

S3＝3＋2
2＝1＋2

1＋2
2，S4＝7＋2

2＝1＋2
1＋2

2＋2
3， 

S5＝15＋2
4＝1＋2

1＋2
2＋2

3＋2
4，………，所以我們可以

推論出 Sn＝1＋2
1＋2

2＋2
3＋………＋2

n－1，又因任何數的

零次方都是 1，所以我們可以改寫：Sn＝2
0＋2

1＋2
2＋2

3

＋………＋2
n－1。因為 2

0、2
1、2

2、………2
n－1，前後項是

呈倍數關係，於是試了很多方法，我想到了指數律，因此

我先找出 2Sn（因為後面的數是前面的數的 2 倍，所以找

2Sn，如果是 5 倍就找 5Sn）。 

…
…
…
…
… 



       2Sn＝2(2
0＋2

1＋2
2＋………＋2

n－1
)再利用分配律乘開 

        ＝2×2
0＋2×2

1＋2×2
2＋……＋2×2

n－1，再利用指數律合併 

        ＝2
1＋2

2＋2
3＋………＋2

n 

       2Sn－Sn＝(2
1＋2

2＋2
3＋……＋2

n
)－(2

0＋2
1＋2

2＋……＋2
n－1

) 

              去括號原則，括號前面是＋號去括號不 

       變號，括號前面是－號，去括號要變號 

       (2－1)Sn＝2
1＋2

2＋2
3＋……＋2

n－2
0－2

1－2
2－……－2

n－1
 

                                  相反數相加為零 

       1Sn＝2
n－2

0
 

       Sn＝2
n－1 

       當 n＝64，S64＝2
64－1，用計算機我們只能算到 2

26＝

67108864，還要再乘以 2
28，因此 2

64是非常龐大的，必須

要利用電腦才可能算得出來，那麼要完成古印度傳說，可

能要花費很多的時間。 

 (三)有四根金棒，10 個大小不同的銀圈在同一根金棒上（排列方式：由

大到小→由下到上），將這些銀圈移到另一根金棒上，排列方式和

原來一樣，移動時不需考慮銀圈大小的排列順序。 

   n：表示銀圈的個數。 

   Sn：表示 n 個銀圈所需搬移的次數（最少次數）。 

   n＝1    ，S1＝1 

   n＝2    ，S2＝3 

   n＝3    ，S3＝5 

   n＝4    ，S4＝7 

   n＝5    ，S5＝9 

   n＝6    ，S6＝11 

   n＝7    ，S7＝13 

   n＝8    ，S8＝15 

 

 

…
…
…
…
… 



   結果：S1、S2………S8 得到的結果和(一)是一樣的，所以 Sn＝2n－1，

所以 S64＝2×64－1＝127 

 (四)有四根金棒，10 個大小不同的銀圈在同一根金棒上（排列方式：由

大到小→由下到上），將這些銀圈移到另一根金棒上，排列方式和

原來一樣，移動時大銀圈一定要在小銀圈下面。 

   n：表示銀圈的個數。 

   S’n：表示 n 個銀圈所需搬移的次數（最少次數）。 

   Sn：符合(二)之 n 個銀圈所需搬移的次數（最少次數）。 

   n＝1，S’1＝1 

   n＝2，S’2＝3 

   n＝3，S’3＝5 

   n＝4，S’4＝9 

   n＝5，S’5＝13 

   n＝6，S’6＝17 

   n＝7，S’7＝25 

   n＝8，S’8＝33 

   n＝9，S’9＝41 

   n＝10，S’10＝49 

   n＝11，S’11＝65 

   n＝12，S’12＝81 

   n＝13，S’13＝97 

   n＝14，S’14＝113 

   n＝15，S’15＝129 

   n＝16，S’16＝161 

   n＝17，S’17＝193 

   n＝18，S’18＝225 

   n＝19，S’19＝257 

   n＝20，S’20＝289 

   n＝21，S’21＝321 

   n＝22，S’22＝385 

 

 

…
…
…
…
… 



   結果：我們依序將 S’1、S’2、S’3………寫出發現 

   n＝1，S’1＝1 

   n＝2，S’2＝3 

   n＝3，S’3＝5 

   n＝4，S’4＝9 

   n＝5，S’5＝13 

   n＝6，S’6＝17 

   n＝7，S’7＝25 

   n＝8，S’8＝33 

   n＝9，S’9＝41 

   n＝10，S’10＝49 

   n＝11，S’11＝65 

   n＝12，S’12＝81 

   n＝13，S’13＝97 

   n＝14，S’14＝113 

   n＝15，S’15＝129 

   n＝16，S’16＝161 

   n＝17，S’17＝193 

   n＝18，S’18＝225 

   n＝19，S’19＝257 

   n＝20，S’20＝289 

   n＝21，S’21＝321 

   n＝22，S’22＝385 

 

   前後項之間的差有 2
1、2

2、2
3、2

4、2
5、2

6、………而且有一定的規

律存在，當差數是 2
1 時，這個差數會出現 1＋1 次，當差數是 2

2

） 

） 

） 
） 

） 

） 

） 

） 
） 

） 

） 

） 
） 

） 

） 

） 

） 

） 

） 

） 

） 

2＝2
1
 

2 

4＝2
2
 

4 

4 

8＝2
3
 

8 

8 

8 

16＝2
4
 

16 

16 

16 

16 

32＝2
5
 

32 

32 

32 

32 

32 

64＝2
6
 

…
…
…
…
… 

共 1+1 個 2
1
 

共 2+1 個 2
2
 

共 3+1 個 2
3
 

共 4+1 個 2
4
 

共 5+1 個 2
5
 



時，這個差數會出現 2＋1 次，當差數是 2
3 時，這個差數會出現 3

＋1 次，………，也就是說當差數是 2
m時，這個差數會出現 m＋1

次。這個問題裏我們發現它的規律性，但是就我們目前所學的，我

們無法歸納出一個通式來表示這個問題的結果，所以只能進行到

此。 

七、討論： 

  前述之(一)和(三)很容易操作。 

  但是(二)、(四)如果要操作起來會比較麻煩，在操作的過程中你必須

注意一些原則才不會影響搬移的次數。 

  例如：(二)中，當 n＝7 時，我們會先設法將～搬移到另一根金棒

上，剩下的二根金棒上有一個是空的，一個放置這個最大的

銀圈，因為條件中有規定小銀圈不能在大銀圈之下，所以我

們可以〝視而不見〞，但為了完成目標我們必須利用這二根金

棒，將～移至有的那根金棒上。 

     因為～總共有 6 為 2 的倍數（這個 2 是因為剩下二根金棒）

為了要讓～可以順利，不需多花次數，放在上，所以要

移～時，需先移而且必須從沒有任何銀圈的那根金棒開

始。 

     當 n＝8 時，將～，移到另一根金棒。 

           將移到另一根空的金棒。 

           因～總共有 7 個，不是 2 的倍數，所以要

移動～時，需先移，而且必須從放有

的那根金棒開始。 

   而(四)更是麻煩，所以我們只是就理論來討論所需搬移的次數，又

因為現在所學有限，如要歸納出一個結論，則必須做更深一層的探

討。 


