本文摘自美國匹茲堡大學Bell教授1981年出版的《Teaching and Learning Mathematics in Secondary School》。大陸學者許振聲等譯《中學數學的教與學》北京教育科學出版社，第五章數學直接對象的教學模型的第四節遊戲教學模型。 

第五章數學直接對象的教學模型的各小節標題如下：

第一節 講解法教學模型；第二節 前導組織教學模型；第三節 發現法學習；

第四節 遊戲教學模型；第五節 個別化教學模型；第六節 螺旋式教學模型。

第四節 遊戲教學模型
在數學教學中，利用遊戲的過程還沒有很好定義，也沒很好地把它組織得足以給它一個叫做教學模型的技術狀態。但是在這裡，我們仍把遊戲包括在我們的模型表裡，這是因為它們在數學課堂裡普遍得到採用。數學教師和學生中普遍都利用遊戲，然而在許多情況下，遊戲是利用得相當無計畫，而且後來所產生的積極的學習效果，往往不是事先所意料的。
在大部分教育的遊戲中，由於回答而感到滿足的情感目的是明顯的；然說教師所利用的許多遊戲的認知教學目的，是模糊的或者是不存在的。以許多數學教師對待遊戲的態度來看，這個事實是明顯的，他們把課堂遊戲用做獎勵或者用於消磨時間。當一個班很好地完成了一個小組課題或者一次考察時，教師就允許學生做一個遊戲。在學校放一個長假之前，學生很浮動，而且課堂秩序很難維持，這時就做遊戲。當我們問教師為什麼要在課堂上做遊戲時，多數教師回答說，他們利用遊戲以激發學生學習的興趣，幫助他們學習數學。然而許多教師並不能說明他們利用遊戲要完成的認知目的。事實上，仔細閱讀一下所謂數學遊戲的目錄單，就可以發現有些數學遊戲是為了娛樂而不是為了促進數學學習。
利用一些普遍採用的課堂數學遊戲所能學到的數學知識是很少的（如果說能學到的話）。即使有些遊戲很好，把它們用於學習數學知識也是很勉強的。但是用這些做為理由來否定所有的數學遊戲也是不充分的。例如，為特定學習目的而設計的、由教師和學生有計畫地利用的遊戲，對促進學習或許是非常有效的活動。當教師把遊戲做為學生自己可以控制的課的時候，並且幾乎無計畫或者在無計畫的情況下利用它時，做遊戲的危害就出現了。和任何其它數學課比較，一堂遊戲課也需要有與講授課同等數量和質量的計劃。在一節遊戲課的準備中，教師應當進行十四項備課活動中的每一項。遊戲中的數學對象應當確定。這項遊戲應當用於數學課程中的恰當位置，這一點取決於包含在遊戲中的數學課題。應當為這個遊戲確定認知目的和情感目的，而這些目的也應當讓學生知道。必要時，這個遊戲的補充材料應當事先準備好。應當設計好課前評量的方法，評量學生對學習遊戲本身的準備狀態，並且評量他們學習遊戲中的數學內容的準備狀態，這是因為有些遊戲的規則，對於許多年紀較輕的中學生來說過於複雜，他們理解不了。應當制定利用遊戲的教學方法；但是在許多情況下，遊戲的規則做為這堂課的方法是足夠了。應當利用課後評量方法，評估遊戲的效果，以便幫助學生實現學習目的。另外，對這個遊戲應當評估它做為一種數學學習材料是否適合和有效。下面要討論的是把教育的遊戲應用於數學課的一些研究：遊戲的教育目的和局限性、利用遊戲的教學方法、對數學遊戲的評價、遊戲的種類和遊戲的來源。我們還將介紹，把一種遊戲用於數學教學的一堂課時的計劃範例。
一、遊戲的教育目的和局限性

　　許多教育工作者認為，做數學遊戲的主要目的是為了激發學生學習數學的動機。因此我們首先要討論教育遊戲的情感目的。和其它不太有趣味的教學活動進行比較時，大多數學生願意接受這個遊戲中所包含的無論什麼樣的數學知識。為了做一種遊戲，學生們必定投入到這個遊戲裡來，也就是說，他們必須願意回答。對於大多數學生來說，做遊戲的確是很有樂趣，參加到遊戲裡來，會使他們在回答中得到滿足。許多遊戲的規則和方法可以劃分成不同等級的價值，有些方法的價值比其它方法的價值更高。因此，做遊戲者必須願意接受一種價值，而且他們通常學習如何挑選某些價值。有些更複雜的遊戲需要參加做遊戲的人組織一個價值體系。例如，做遊戲涉及一些價值，像個人的積極性、和他人合作、尊重別人的意見、優勝者的道德和競爭。做遊戲能幫助學生把這樣一些價值組織成為價值體系。有一種經濟學遊戲，需要通過使自己的對手破產而取勝，它也許會過於強調無情競爭的價值。有一種遊戲涉及到如何爭取到人力、物力，去組織一個平衡的世界經濟，它說明人與人、國家與國家之間合作的重要性，而對於每個人來說，過多競爭的後果，也許就是戰爭和經濟的毀滅。為社會科學而編排的遊戲，是為了影響遊戲者的態度和價值觀念而設計的。有一些這樣的遊戲，雖然看起來，是最適用於一門歷史課、公民課或者經濟學課，但是其中有一些需要利用相當複雜的算術技能，從而使它們具有兩個理由適用於數學課。首先，學生能夠練習他們的數學技能；其次，他們能把數學應用於解決數學領域以外的問題。
　　數學遊戲也能用於達到各種認知目的。許多遊戲需要利用算術、代數和幾何技能，而且能夠用於練習和鞏固這些技能。在大考之前，大多數教師利用一節至兩節課的時間，復習考試中所要包括的材料。這些復習課的目的，是回憶和鞏固數學事實、技能、概念和原理。雖然復習以是很有用的學習方法，但是它們往往使許多學生感到厭煩。使復習課更有趣味，因而更有效的一個好方法，就是把復習的數學對象結合到一個遊戲當中。因此在這一節結束時所要介紹的教學計劃，是一個一般的遊戲，它能夠用於復習許許多多的算術、代數和三角課題。
　　一般地說，遊戲對於學習各種各樣認知目的所指定的事實、技能、概念和原理是適當的輔助活動。因為遊戲能夠用於鞏固對事實和技能的學習，所以通過遊戲能夠實現對知識的鞏固和理解的目的。許多商業化的遊戲，需要應用數學概念和原理，可以通過遊戲能夠實現應用的認知目的。許多課本中的問題，忽視了較高水平的分析、綜合和評價的目的，但是有些數學遊戲卻需要分析遊戲方法、數學概念和原理，並且對這些概念和原理進行綜合和評價，以便找出取勝的方法。
　　包含在一些遊戲中的間接數學對象，有解題技能的改進、學習的遷移、一般智力發展和學習如何學。以計算機為基礎的遊戲和模擬，對於幫助學生提高他們分析數學教育中這些間接對象的能力，是很有效的。

　　雖然，遊戲對學習數學是有價值的活動，但是它們並不是教育的萬靈藥，它們的確有一些局限性。正像任何一種教學模型或者教學方法一樣，在審慎地選擇和有節制地運用時，遊戲將是非常有效的。大多數學生一旦被投入到遊戲中去，他們的學習就得到促進。然而，有些學生被投入到遊戲中去以後，會變得過於激烈。當遊戲導致勝者和輸者時，不成功的學生會避免參加遊戲，或者半心半意地參加。還有，取勝的目的會使認知目的模糊，而且會貶低這些數學目的的價值。有些學生不喜歡遊戲，他們認為遊戲的數學教育優點是有限的。有些遊戲的方法和規則，的確是有好的數學目的，但它們對一些學生來說，也許太難於理解，而年齡大一些的、更老練的學生，又會把它們當作不值得考慮的內容。做某些遊戲還會促使不適當的行為發生，例如以任何代價取勝，或者受抑制而不合作。
　　遊戲對學生沒有明顯的局限性，所以有些學生很喜歡遊戲，以致於其它的教學方法和遊戲法比較起來，就顯得毫無趣味了。關於遊戲的局限性問題，是由於我們的社會對遊戲抱有偏見的看法引起的。遊戲往往被看做是娛樂而不是嚴肅的事情。而工作和教育都是嚴肅的活動，因為它們可以把人們引向金錢、財產、保險和地位。所以只有在完成了嚴肅的事情以後，遊戲才可以用於娛樂和休息。致使許多教師也把遊戲當做無目的娛樂。即使教師確實利用好的遊戲去達到正確的教學目的，而又經常依賴遊戲做為一種教學方法，那麼，他們的學生由於已經把遊戲當做娛樂，仍然會覺得他們不是在學習什麼數學，而是經常在做遊戲。因此，有時有必要教育學生、家長和學校管理人員（還有教師），讓他們理解關於把遊戲做為教學方法的價值。
二、利用遊戲的教學方法

　　雖然，在一堂課中以一個遊戲為中心的教學方法的核心，是遊戲本身的方法或者是規則，但是做為一個數學教師，當你為準備一堂課在挑選一種遊戲時，你應當仔細考慮所有的活動。重要的是你應當挑選包含情感和認知數學目的的遊戲，而且把每一種遊戲用到數學課程的適當地方。如果你不會把立體幾何的一堂課，安排在關於解二元方程組的一堂代數課後面。即使做遊戲只是一種有樂趣的娛樂，如果遊戲挑選得當，而且用在恰當的時間，它就能導致有效的數學學習。

　　如果你已經購買或者編排了一種你以前並未用過的遊戲，那麼在你把它用於課堂以前，應當仔細學習和評估它的規則，再做這個遊戲。這樣就會幫助你確定這個遊戲的方法和規則是否適合於你的學生，規則是否講得通，它們是否能在適當時間內被學會。有一些優秀的數學遊戲，需要幾小時的練習，才能掌握它們的規則。也有一些遊戲，它們的規則比遊戲中的數學內容更加複雜和抽象。如果真是這樣那麼就應避免利用這樣的遊戲。
　　如果必要的話，可以修改遊戲的規則，以便適合你和你的學生的特殊需要。有沒有一個遊戲的規則是不可修改的。即使是標準的紙牌遊戲、跳棋和國際象棋，它們的規則也可由遊戲者加以修改，以便適合他們自己的目的。利用標準遊戲的一部分，編排出無限多種遊戲也是可能的。例如根據你自己的規則和目的，利用紙板、骰子、紙牌和棋子等。
　　應當鼓勵學生編排他們自己的遊戲，修改你的遊戲中的規則。你也可以要求學生所編排的遊戲有某些準則。他們的遊戲應當和他們正在學習的數學課題有關，並且遊戲中的規則和學習目的，應當是你自己從教育遊戲中所挑選和準備的。如果為特定的數學學習目的進行遊戲，學生從中所學到的數學，通常會比做其他遊戲時所學到的數學要多一些。柯爾（H.Kohl，１９７４）在他的一本名叫《數學、寫作和課堂遊戲活動》的書中，討論了兒童通過自己編排的遊戲所能學到的、重要的、實驗的和解題的創造性技能。

　　如果你需要教給你的班級如何做遊戲，你就需要準備好教這個遊戲規則的一小節課時的計劃。通常給班裡的每個學生準備好一份則會更好些，如果規則太長和太複雜，那麼這個遊戲就不適合用於課堂。遊戲開始前，一定要讓每個學生都理解這個遊戲的規則。如果，當學生在做遊戲時，對遊戲規則感到混亂，他們是否能達到遊戲的教育目的，就值得懷疑了。當遊戲需要按小隊進行時，你應當根據學生的能力，把他們均衡的分到小隊裡，使他們通過公平的競賽得到樂趣。最好不要讓學生隊長挑選自己的隊員，因為最後剩下的較差學生也許會受害，而不願意做遊戲。
　　在一個遊戲的過程中，你應當是個調解員和裁判，使得遊戲沿著學習目的方向進行。你也應當鼓勵每個學生都參加遊戲，而不是鼓勵幾個學生支配這個遊戲，遊戲應當是組織好的，有次序的；然而學生往往會來回走動而且在遊戲時出聲，因此在遊戲期間最好要關好教室的門。遺憾的是，一些教師和學校管理人員仍然把走動和出聲與紀律問題等同起來，所以你也許應當向你的同事說明遊戲的學習價值。如果你確定了好的學習目的，並且運用有效的課後評價程序，那就沒有什麼問題了。
　　尤其重要的是，要把課堂遊戲看做是一個嚴肅的、重要的有效的教學方法，它正好也是學生學習數學的一個有趣味的方式。有些人的確爭論，即使學生做了某一個遊戲而未學習到數學，只要學生喜歡這個遊戲，它仍然是一個好的激發學生學習的手段。這個結論是荒謬的，因為學生也許只是被動員去做遊戲，而且當遊戲和數學沒有關係時，他們也就不會把遊戲的樂趣同學習數學聯繫起來。有許多優秀的數學遊戲正在使用中，還有一些是有趣味的數學遊戲的設想，所以可以從動力價值的角度，也可以從學習數學的價值的角度，對遊戲進行挑選。在數學課中運用教育遊戲的一個基本原理是，如果這個遊戲不具有正確的數學學習目的，而且又不是有趣的，那就不要把它用到你的數學課堂上。數學是一門有趣的學科，而且不時地利用遊戲，能使數學對許多學生來說更加有趣。
三、對數學遊戲的評估
    評估數學遊戲的原理，在以上關於遊戲的討論中，是作為一種教學方法進行評價的。當然，正如所有教學方法那樣要求真實，如果數學遊戲不能使學生達到這堂課的學習目的（也就是說，如果他們沒有學會材料），那麼這堂課就是失敗的，而教師就應當評估這堂課本身，以便找出它的不足。然而，即使大多數學生，利用一個遊戲方法相對成功地達到了一堂課的教學目的，為了使這個方法能夠得到改進，仍然應當對它評估。下列問題是教師在評估一個遊戲方法時，應當提出和回答的問題的一個提綱：

（1） 這個遊戲的規則對學生們是清楚的嗎？
（2） 全班是不是需要花過多的時間學習這些規則？

（3） 這些規則是否太複雜或者太長，以致使遊戲的進展慢下來？

（4） 這個遊戲對全班學生是否顯得太乏味或者要求太高？

（5） 這個遊戲是否組織得很好，使所有學生都有機會參加？

（6） 看起來每個學生是否都投入到遊戲的進程中？

（7） 全班學生是否喜歡做這個遊戲？

（8） 有沒有大的破壞和小的紀律問題干擾正常的課堂學習目的？

（9） 學生是否過於投入遊戲的方法中，干擾了他們達到這堂課的學習目的？

（10） 在整個遊戲中，數學對象是否明顯？

（11） 學生是否注意到這個遊戲的教學認知目的？

（12） 還有最重要的是，在課後評估中，他們在數學學習中是否做得很好？

四、遊戲的種類

　　有上千個遊戲是和數學有關係的。事實上，任何一種遊戲，如果需要一個邏輯技巧、一個隨意過程或者計算，我們就可以把它看做是一個數學遊戲。然而，這樣一個數學遊戲的定義是過於一般的，因為它並沒提出對於以具體的和可衡量的數學目的為基礎的遊戲，如何分類和挑選。本書是將一種數學遊戲定義為娛樂的任何一種方式，它既具有具體的、可衡量的數學認知目的，也有具體的、可觀察到的數學情感目的。
　　有些商業化遊戲，可以從學習材料的銷售者那裡購買到，還有許多由教師創作的遊戲，在數學教育雜誌上和書籍裡都有描述。這些遊戲都明確地說明了學習目的，或者學習目的可以由多數教師很容易地推斷出來。遺憾的是，有許多商業化的所謂的數學遊戲，已經成為數學教育的標準材料，這些遊戲都是有趣味的娛樂，但它們和大部分學習數學的目的無關。例如數的謎語，通常用來做數學遊戲，這些謎語是有趣味的娛樂。但是它們卻需要相當的相像力，以便從中找出具體的數學認知目的。雖然像這樣的謎語對學生來說是個消遣，如果在釋課堂上把它們用得過了頭，就會使學生對數學的性質及其應用有不正確的看法。但是像“求一個數，使這個數加上它的數字的和所得的結果為７３”這樣的謎語，是適用於數學課堂的，因為這個問題是數論課程中所討論的丟番圖方程的一個例子。這樣的問題，能夠幫助學生理解丟番圖方程的概念，和包含在他們的解答中的原理。當然我們純粹為了娛樂目的偶爾做一個遊戲，也是無害的，然而，如果我們能找到具有容易識別出數學學習目的的遊戲，就會更好些，而且這種遊戲也是一樣地容易找到。
　　遊戲這個詞，有許多不同的定義。一個遊戲可以定義為娛樂的任何一種方式，定義為由具體規則所規定的一種競賽，定義為受一個具體目的制約而在對手之間進行的一個競賽等等。遊戲也可按許多方式分類，可以根據遊戲中所使用的不同材料把他們分類，例如，紙板遊戲、紙牌遊戲、骰子遊戲等；也可以根據遊戲中所進行的活動分類，例如隨機的、或概率性策略的、猜測的等；或者根據遊戲的特點，例如個人競賽、小隊的競賽、非競賽的等等。在關於數學遊戲的討論中，我們將根據學生做每個類型的遊戲後，所達到的學習目的來說明遊戲的特點，有些數學遊戲涉及個人或者小組競賽，而許多遊戲卻是非競賽性的。

１．解謎語或者難題的遊戲

　　有些數學遊戲需要遊戲者解一個數學謎語或者難題。在解謎語或者難題時，學生運用數學技能、概念和原理或者發現新的數學對象。在第一章裡所討論的基諾的四個悖論，有二分法、阿基里斯、箭和運動場，通過運用無窮和無窮小概念的適當定義，就能把它們解出來。代數中的一個著名悖論，就是每一個數都等於它自己的相反數的一個“證明”，過程如下：

　　設ｘ為任意數；例如，假定ｘ等於某個定數ａ，那麼
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　　但是，我們已假定ｘ＝ａ，所以通過代換得ａ＝－ａ。當然，這個悖論來自我們的方程兩邊同除以（ｘ－ａ），它等於零，由此得到了用零做除數的一個戲劇性說明。

２．發現為什麼某一種方法能行得通的遊戲

　　與解謎語和難題密切相關的，是一些合作性的，而不是競賽性的遊戲，這類遊戲是在發現為什麼一個規則、程序或者算法能行得通。這些發現的遊戲，涉及對數學過程的分析，也需要運用數學技、概念和原理。例如，有一種發現遊戲涉及到古時候的算法，我們把它叫做“牧羊人算術的遊戲。”這種“發現它為什麼行得通”的遊戲，可以用如下方式向學生介紹。
　　有一個叫小明的牧羊人，以牧羊維生，他把羊賣給城裡的肉販。由於他在年輕時輟學而去牧羊，他對算術知道得很少。因此當小明賣羊時，名叫小華的肉販一直欺騙他。小明懷疑小華一直是在欺騙他，因為他賣羊後，沒賺得多少錢。但小明能夠把整數相加，把它加倍或者折半，所以他設計了一個方法，去計算賣每隻羊後，應當支付給他的錢，他的方法如下：
　　
假定小明有２７隻羊要賣，每隻賣１２元，於是他就會這樣計算：

羊數　　　　　　每隻羊的價錢

２７　　　　　　　　１２元

１３　　　　　　　　２４元

６　　　　　　　　４８元

３　　　　　　　　９６元

１　　　　　　　１９２元
　　　　　　　　　──────

　　　　　　　　　３２４元

　　小明把羊數折半並把元數兩倍，一直到不能繼續這樣做為止，於是他把元這一列相加，找出他賣給小華的２７隻羊後，應該得到的錢數，你會注意到當小明把羊數折半時他捨去分數。這是因為他不能把分成塊的羊推到市場上去賣，而且他也不懂得分數。你也會注意到他劃掉了六隻羊的那一行，他這樣做，是因為他對偶數隻羊是迷信的，因此如果羊數是偶數，他總是把這一行的羊數和元數劃去，還應注意到他沒有把劃去的這一行的元數做為加數，包括在元這一列的總和之中。

　　為什麼小明的方法總是行得通？答案在於他利用一種技巧。把十進制的數和二進制的數的加法結合在一起，這一點從下列對小明方法的分析可以看出來。

	十進制的２７隻羊，轉換成二進制
	二進制
	
	每隻羊的價錢

	　　１　　２７

　　１　　１３

　　０　　　６
　　１　　　３

　　１　　　１
	１

１

０

１

１
	╳

╳

╳

╳

╳
	１２

２４

４８

９６

１９２


　　
    十進制的２７隻羊，在二進制中是１１０１１隻羊，十進制的３２４元是
（１×１２）＋（１×２４）＋（０×４８）＋（１×９６）＋（１×１９２）元。
３．找出規則和模式的遊戲
　　一個專業數學家工作的一個重要部分，是尋找能引向新的數學發現的一般化和型式。如果學習數學的學生利用分析和綜合去尋找規則和模式，那麼他們就能更好地理解某些數學概念和原理。例如，如果學生從一個數學函數的概念、序列和序列極限的概念尋找概括，這些概念就能夠更好地為學生所理解。通過利用簡單的、由教師準備好的遊戲，就能激發學生去這樣尋找。有一個簡單遊戲的方法就是把全班分成兩隊，然後讓各隊輪流舉出函數和序列的例子，再向其它隊介紹他們的例子。防守隊的工作就是找出這個函數、這個序列的下一項、或者是這個序列的極限。可以決定一個記分方法來確定取勝的隊。下面給出函數和序列的一個表。說明學生在這個遊戲中可能構成的各類問題。

　　找出每個函數

	ｘ
	１　２　　３　０　－１　－２　－３

	ｙ
	２　５　１０　１　　２　　５　１０


　　（１）　　

（這個函數是
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          （這個函數是“把第一個圖形翻轉”。）

　　　　

　　　　　求出每個序列中的後面一項：

　　（１）
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求出每個序列的極限：

（1）1 , 2 , 1 , 3 , 1 , 4 , 1 , 5 , …（答案：沒有極限）

　　（２）
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　　（３）
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４．練習技能的遊戲

　　教師向學生介紹了技能以後，每個學生必須練習這些技能，以便完全掌握它們，通過解課本上一系列問題進行技能訓練，練習技能是掌握技能的一個好方法；然而，它也可能是機械的，令人厭煩的。數學遊戲最有用的一個目的，就是練習技能，而且有許多既簡單又有趣的遊戲，可以由教師和學生創作出來，用於練習技能。包含適度競爭的遊戲，可以用於學習技能；但是競爭過頭，就會引起不適當的態度和價值，而干擾了對技能的掌握。遊戲能夠進對技能的理解、應用、鞏固和記憶，以及實現願意回答和由於回答而滿足的情感目的。為中學生編寫的數學遊戲的書籍和匯編裡的大部分遊戲，都是為學習和練習技能而設計的。
　　有一種格子遊戲是有許多變化的一種算術技能遊戲。它的目的是從一個數的格子中心找出一條到達格子邊沿的途徑，使得所經過的數的乘積的和，小於或者大於對手的乘積或者和，把圖５－６的格子圖畫在黑板上，或者用玻璃投射出來，每個學生或者小組，能夠試著從中心通過一些方格到達邊沿的任何一個方格，以得出某一個數值。在這裡就是通過五個方格到八個方格到達邊沿，使數的乘積小於對方所得的乘積。移動可以是水平方向或者是垂直方向，但不能是對角線方向；然而一旦到達了邊沿的方格，遊戲者的移動就完成了。圖上已經表明了兩條不同的途徑和所得到的乘積。
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應當給參加遊戲的學生或者小組規定幾分鐘的時間限制，讓他們去挑選到達邊沿的途徑和計算在途中的小格裡的數的乘積，計分方法如下：
（1） 如果走超過八步，或者走對角線，零分。

（2） 每個學生或者小組的乘積，是由所橫越過的小格裡的數相乘而得到，只要乘積計算正確。如果答案是錯的。得分為零。

（3） 因為這個遊戲是找出盡可能小的乘積，所以找出最小乘積的學生，應當獎勵１０分額外分數。做了幾次遊戲以後，就可以把每個學生或者小組得分加起來決定優勝者。

　　這個遊戲的記分規則，提供了正確答案的分和取勝答案的分，而且它也涉及到某種技能。例如，即使找出一條途徑以後，得不到１０分額外分數，得到一個大的乘積也是好的。

　　做了幾次遊戲以後，也許有人會發現一條總是取勝的途徑。如果發生這種情況，規則就可以改變為有最大乘積的是勝者，或者允許走對角線。

　　這個遊戲的圖表和規則，可以進行修改，再來練習對自然數、整數、分數、帶分數或者小數的加法或者乘法。不同大小和形狀的遊戲圖表都可以用，而且這個遊戲甚至可以修改後用於代數和三角。可以在這種遊戲中加上或然的原理，也可以購買或者做出和標準紙牌一樣大小的紙牌，使每張紙牌上帶有各種類型的數。例如，可以準備一副含有帶分數的六十張紙牌，然後利用和格子遊戲相類似的方式遊戲，可以發給每個學生五張牌，從中挑選三張，目的是組成可能的最大的三個因數的連乘積。事實上，格子遊戲和紙牌遊戲可以用於所有數學學科中的技能練習，它們的種類幾乎是無窮的，而教師和學生能夠利用非常便宜的材料，製作出任何一種這樣的遊戲。
　　如果能夠買到有許多變化並能適用於達到若干不同學習目的的遊戲設備就更好些，但商業性遊戲設備的價錢是昂貴的。數學遊戲的書籍也包含許多遊戲概念，它們修改後可以用於不同學科和各種學習目的，只要有一點獨創性和創造性，大多數遊戲就可以改進或者修改，把它們用於各種數學課題的許多學習目的，雖然在市場上有許多好的數學遊戲，但是，只要有一些不昂貴的數學遊戲的書籍，就足以為上百個經修改後用於練習和鞏固技能的遊戲，提供一些好的想法。

５．學習概念和原理的猜測遊戲

　　猜測遊戲可以用於鞏固概念和原理，也能幫助學生提高他們估計和逼近的能力。透過猜測遊戲可以達到認識、理解、應用和分析的認知目的，也可以達到願意回答和在回答中得到滿足的情感目的。透過猜測遊戲，可以學習一些數學概念，例如不等式、絕對值、解方程和坐標系等。猜測遊戲還可以用於講解文字題和定理證明的一些技能。透過猜測遊戲能夠達到的間接目的，是對直覺知識價值的理解、有訓練的猜測和數學上有用的逼近方法。

　　下列的坐標遊戲是猜測遊戲的一個說明；這種遊戲可以由成對學生或者小組來做。這個遊戲能幫助學生理解包含在一個坐標系裡的各種概念。
　　這個遊戲稱為神鳥。它所需要的材料只有鉛筆和直角（或者極坐標）坐標紙。在這裡所說的神鳥是直角坐標遊戲。神鳥這種遊戲既簡單又吸引人，其目的是猜出在神話裡被稱為神鳥的這隻鳥所隱藏的秘密地點，當其它的隊輪流把神鳥藏起來後，有一個隊想辦法猜出神鳥的位置和其它隊競爭。隱藏隊給神鳥挑選一個藏地點，不讓狩獵隊知道，而狩獵隊可以提出問題，由隱藏隊回答是或者不是。遊戲的目的是用最少的問題找出神鳥。我們來舉一個例子說明這個遊戲如何進行。假定隱藏隊把一隻神鳥藏在一個點上，其坐標為（－３,２），而狩獵隊想辦法猜出它的位置。為了使遊戲能順利進行，必須用整數對作為隱藏地點的坐標，而且對每個遊戲的坐標系來說，單位尺寸是事先確定的。在這個遊戲中，所以的坐標系，如圖５－７所示，是十乘十的坐標方格紙。
　　狩獵隊可以用如下的典型提問技巧向隱藏隊提出問，以便猜出神鳥的位置。

	狩獵隊的提問
	隱藏隊的回答

	（１）神鳥是在ｙ軸的左邊嗎？
	　是

	（２）神鳥是在第三象限嗎？
	不是

	（３）和ｘ軸比較，神鳥是不是更接近於ｙ軸？
	不是

	（４）坐標ｙ是不是大於１？
	　是

	（５）坐標ｙ是不是２？
	　是

	（６）坐標ｘ是不是小於等於－４？
	不是

	（７）神鳥是藏在（－３，２）嗎？
	　是


這個遊戲的規則是：
（1） 神鳥隱藏位置的坐標必須是整數對。

（2） 遊戲開始時，狩獵隊先給２０分。

（3） 狩獵隊每提一個問題去１分。

（4） 如果隱藏隊不正確地回答一個問題，由當裁判的教師判斷，給狩獵隊額外加１分。

（5） 當狩獵隊猜出神鳥的位置時，它的得分是遊戲開始時所給２０分的剩餘，在這個例子中，狩獵隊猜了七次才找到神鳥，因此它們的得分是（２０－７），即１３分。

（6） 每一隊都給以相同的機會隱藏神鳥或者狩獵，而總分最多的隊則勝利。

　　

　　透過神鳥遊戲，學生不僅學習了直角坐標系的性質，而且也學習了運用有效的提問技巧。神鳥遊戲也可以在極坐標系上進行，以便幫助學生學習那種描點方法的技能和概念。神鳥遊戲的較高水準的玩法有兩種：一是用一個三維的直角坐標系，二是由狩獵者用直角坐標系術語提出問題，而隱藏者用極坐標術語回答，或者反過來，用極坐標術語提問，用直角坐標術語回答。
　　類似神鳥遊戲的許多猜測遊戲，很容易創作出來。例如，設計的遊戲可以是猜測數線上一個點的位置，可以是提出關於一個數的因數問題來猜測這個數，也可以是提出有關圖像的問題來猜測關於代數函數或者三角函數的問題。在多數情況下，當一個特定的數學對象，透過它的性質可以確定時，就可以用神鳥這樣的猜測遊戲。

６．學習邏輯原理的解題遊戲

　　可遷移的一般解題技能和邏輯方法，是學習數學的兩個間接對象。大多數數學遊戲習籍所包含的一些邏輯問題，不具有可以直接觀察到的具體數學事實、技能、概念或者原理的認知目的。要解決這些邏輯問題，看起來似乎需要具有電視裡偵探所具有的許多合乎理的偵破能力。這些邏輯問題也許只能勉強地達到數學的認知目的，但它們卻是學生學習數學的好辦法，而且它們也涉及到解決問題和探究技能的運用。應當有節制地將它們用於數學課堂。（棒球例子略去──譯者）

７．學習估計的遊戲

　　在許多中學數學課程中，被忽視的一個技能就是估計的技能。有三種和數學有關的估計，即估計算術、代數和三角中文字題的答案；估計計算題的答案；以及估計具體對象的量度。許多學生在解計算題時，不知道如何判定他們的答案是否合理。在他們的腦子裡，答案是對的，或者是錯的，而且答案是否合理是無關緊要的。當許多人把算術技能應用到日常活動中去時，例如應用到超級市場或者商店採購，應用到存款和平衡一個銀行的帳目時，就不能不對答案是否正確做出一個很快的、準確的估計。一個好的採購者，能用腦子估計出一籃子幾塊錢的雜貨，或者乾貨的錢數，這樣就使他能找出發貨單上大的差錯，許多人非常不賴於估計具體物體的長度、面積、體積、重量和溫度。你怎麼樣？你能否估計出你張開了的手指之間的距離、你的母指寬度、一支鉛筆的重量或者一個房間的攝氏溫度？愈來愈多公司、工業企業和地方政府部門都採用了米制單位，使得我們沒有能力用我們我國通用的度量制單位估計長度、重量和溫度。因此現在用這兩種度量制進行估計和比較的能力已經成為一個日益重要的技能。

　　數學教師能夠幫助學生掌握所有三種類型的估計，其方式：一是由教師為學生佈置估計作業的任務，二是由教師通過測驗和評價學生考試以及作業的答案，強調那些雖不完八精確但卻實用合理的計算的重要性，因此，對於學生給出的接近正確的某些答案，教師應給出一部分分數這樣才更合適些。在另外一些時候，可以對學生進行考試和測驗，要求他們在限定時間內對問題得出一個合理的估計。
　　遊戲是培養估計能力的一個有趣方法。它可以用來提高學生估計事物的速度和準確性，也可以用來培養學生把估計的技能應用到課外活動中去的能力，下列遊戲可用來培養學生對米制單位度量的估計技能。這個遊戲的目的，能夠迅速地估計各種一般具體物體的米制量度。

　　為了準備這個遊戲，可以收集大量的各種一般中學和家庭物品，它們的重量和量度可以用米制單位來估計。學生也許樂於在這個活動中幫助教師準備。下列是教師收集到的一些物品：

（1） 鉛筆　　　　　　　　　　

（2） 粉筆


（3） 紙夾


（4） 硬幣

（5） 一罐頭的湯

（6） 洋蔥頭

（7） 塑膠杯

（8） 塑膠冷凍容器

（9） 炊事用具

（10） 一盒橡皮糖

（11） 棒棒糖
（12） 燈泡
（13） 阿斯匹林藥片
（14） 一元鈔票
（15） 湯匙
（16） 咖啡杯
（17） 空盒子
（18） 圖釘
（19） 梳子
（20） 小碎木塊

這個遊戲的目的，是讓學生估計，你從一個盒子裡所取出來的每個物品的質量(重量)、長度、面積或者體積，全班可以分成小組。對每一個物品做出最好估計的小組給一分。即使是中學最高年級學生也喜歡這種活動，而且競爭可以是很活躍的。這樣就需要讓每一個學生都能看得到各種各樣的米制度量工具，使全班學生可以把他們的估計和“精確的“量度進行比較。避免告訴學生精確的答案；讓學生自己練習用米制度量工具進行度量，因此，他們應當自己度量每個物品，教師應當備有下列米制度量的量具，讓學生在遊戲時使用它們。
（１）給每個學生準備一根２５厘米長的米制量尺。

（２）給每個學生準備一根米尺。

（３）六個帶米制刻度的磅秤。

（４）四有米制刻度的六個天平。

（５）給每個學生準備一個攝氏溫度計。

（６）在教室裡，不要有任何美國通用的量具與米制單位換算圖表。這節課的目的，是在米制範圍內進行估計，不是在兩種度量制之間互相換算。

　　這個遊戲的一個可選擇的、適合個人需要的做法，是用你所收集的物品舉行一次用米制單位進行估計的小測驗。每次給全班學生看一件物品，然後要求每個學生對它的重量或者量度寫出一個估計數。在學生完成了小測驗之後，再讓他們用米制度量量具，確定物品的精確重量和量度，並且確定構成對每個物品的合理估計的答案範圍，有些測驗題的例子如下：

（1） 這個紙夾有多長？

（2） 這個一角硬幣有多厚？

（3） 這個房間的溫度是多少？

（4） 這個房間的體積是多少？

（5） 一輛典型的汽車，以每公里／升表示它的汽油里程是多少？

（6） 小黑板的面積是多少？

（7） 你的小指甲有多寬？

（8） 你的胳膊有多長？

（9） 你有多重？

　　讓每個學生對每個米制單位進行正確的拼寫，並對每個單位用適當的符號縮寫，用米制的標準習慣用法書寫符號。例如，厘米的符號是cm，不是Cm或者Cm加上句號。在國際單位體制（現代是米制）中，已經統一使用米制量度的書寫標準，這些標準在一些現代詞典中，和從美國商業部得到的米制材料說明中，都詳細地說明了有些從市場上購買到的材料中，它們的米制單位不用標準符號，因此，在購買前先看看材料會更好些。

　　

五、數學遊戲的來源

　　數學遊戲最好的、持續不斷的來源是雜誌和定期刊物，例如《數學教師》、《算術教師》、《創造性計算》和《科學美國人》（台灣遠流出版社已取得翻譯權，訂名為科學人雜誌）。數學教師全國委員會的最近年鑑中，有一些數學遊戲和許多其它遊戲來源的清單。數學教師全國委員會也出版一些包含數學遊戲的不貴的習籍；這些書籍的書名登載在它們免費贈送的小冊子上“當代的出版物”上面，也有許多中學數學課本的出版者，發行遊戲書籍，出版者的名稱和地址從大多數學校辦公室可以找到。
　　雖然人們對於印出來的數學遊戲有許多說明，但不是所有的遊戲都是好的遊戲，有些是太貴或者太複雜，另外有一些是太煩瑣，而且還有一些目的性不是太明確。然而有許多勉強夠格的遊戲，只要略加修改，就能成為較好的遊戲。有創造性的教師，能夠從現有的遊戲中得到一些啟發，並且把它們用於發展成新的或改進了的遊戲，所以每當有一個遊戲被製作出來以後，就有人把它改編成為更好的一個遊戲。

六、遊戲用於數學教學的一堂課時的計劃範例

　　為了總結這一篇關於在數學教學中運用遊戲的內容，下面介紹一下，關於復習中學數學一個課題的、全面的十四項活動的講課計劃。在這堂課裡所挑選的是運用特定的遊戲教學方法，這是因為它可以概括算術、代數、幾何和三角中的一些課題、也可以概括其它經過挑選的、高中數學課中所教的課題。雖然這個講課計劃是說明一個遊戲教學方法如何用於講授一個數學課題的概括，但它也是應用小組學習教學模型的一個例子。這種模型將在下一章進行討論。

　

練習算術技能的一個遊戲

數學內容：
這堂特定課的課題是分數相加；然而這堂課的教學方法，可以在所要解的問題有數值答案的條件下，用於任何訓練和練習。這堂課的數學對象是事實和技能。這堂課適用於復習和練習技能，也就是把各種不同類型的分數和帶分數相加，並且確定分數的等級。這一堂課應當在分數和帶分數加法以後進行。因為這是一節復習課，所以它或許在分數加法的一個課題考試前進行。

學習目的：
這堂課的認知目的是：使學生懂得和理解真分數、假分數和帶分數的概念，懂得、理解和應用分數和帶分數相加的技能，懂得、理解和應用不等式的概念。
它的情感目的是：使學生願意在課堂的個人活動期間進行回答，在回答中得到滿足，而且在這堂課的小組活動期間，貢獻出有用的情況。學生透過有組織的小組活動，也會接受練習加法技能的價值。當然，在這堂課開始前，應當讓學生知道這些目的。

學習材料：
準備好以下所列的足夠份數的加法練習題，使得每個學生能得到兩份，但是，不要像下面問題中已做完的那樣，把括號裡的答案和等級都填好；這個任務要讓學生來完成。
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課前評量方法：
因為這堂課的目的，是練習和復習加法技能，所以只需要一個簡短的課前評價。一是要求每個學生舉出一個真分數、假分數和一個帶分數的例子。二是要求每個學生把下列各數從最小到最到按等級順序排列起來：
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教與學的方法：
    把所要完成的目的告訴全班，對學生進行課前評價活動以後，可以給每個學生至少一份訓練和練習問題的習題紙，要求學生自己計算出每個問題的答案，並且把每個答案寫在標有答案的那一頁裡。還要告訴學生在他們解完了所有問題以後，把他們答案從最小到最大排成等級。應當把每個答案的等級寫在標有等級的那一列裡。應當給最小的答案定義為等級1，最大的答案定義為等級12，而給其他答案定為1和12之間的適當等級，較小答案的等級低於較大答案的等級。告訴學生要排出全部答案的等級，而且如果有些答案是某個學生解不了的，他就應當對答案做出合理的估計，並且給他訂出恰當的等級。還要告訴全班學生按等級給分數，而不是對答案給分數，因此對答案和所估計的等級要盡可能的訂得準確，這一點是重要的。

    當所有的學生已經完成解題和對答案排成等級以後，要求每個學生把名字寫在習題紙上，並且把它交還給你。當你已經收集完學生的所有習題紙以後，再給每個學生做一份未做的習題紙，而且告訴全班同學說，要他們一起計算出正確的答案，因為你已經收集了附有答案的習題紙，所以作為一個大組的全班，就必須再解出每個問題，由於每個人不能參考他們個人的答案，就促使多數學生參加到大組活動中來，而且避免使一些學生用他們自己的答案作為”正確”的答案，說服全班接受這答案，不管它是對還是錯的。當全班作為一個整體一至同意問題的一組答案以後，要求這個組把答案從最小（等級１）到最到（等級１２）排出等級，並且把答案和等級列成表寫在小黑板上，或者幻燈片上，因為全班也許可能會同意幾個不正確的答案和等級。因此，此時可把你自己已準備好的正確答案和等級的第二個表，寫在學生的表的旁邊，做為比較，準備以後用。

　　其次把每個學生原來的習題紙還給他，要求每個學生把它和你的正確答案表進行比較，給出分數。分數是按等級給的，而不是按照答案給的，計分按以下步驟實行：

　　步驟１，要求每個學生計算出每個問題中他的等級和你的正確等級的差的絕對值。

　　步驟２，要求每個學生求出步驟１所計算出的１２個差的和。這個和就是學生的得分。當然，最好的分數是最少分，而且滿分是零分。

　　步驟３，其次，要全班用步驟１和步驟２的程序，把他們一起計算出來的一組等級，和你的正確等級相比較。在幾乎所有的狀況下，通過全班計算所得的分數會少於每個個別學生所得的分數，這就表明集體解題的價值。

　　這種用等級而不是用答案得分的程序，其目的是像學生指明，準確的估計、合理的答案和精確答案和數學技能的學習上都有一個位置。課後評價：隨著運用加法技能練習課之後的課上，對全班實行一次考試或小測驗，它所包含的題目和問題跟課前評價方法中的訓練習題類似。學生是否能成功地達到這堂課的認知目的，可以通過他們的考試和測驗分數來確定。學生達到情感目的是否成功，可以透過觀察他們參加活動的程度，並且透過他們在小組活動時所表現出來的興趣進行評價，而小組活動則是教學方法的一部分。

　　用於教這堂課的方法，可以應用於中數數學多數課題的任何訓練和練習課或複習課。然而，不應當過於經常把這個特殊方法用於任何一個班，把他用過頭，或者把多數其他教學方法用過頭，都會使許多學生降低他們的學習興趣和學習動力。
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