




指數律
國王的棋盤

單 元
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某種記錄方法1

很久以前，在現今的印度，住著一位很有智慧的人。這個智者創造西洋

棋的遊戲，國王非常喜愛智者所發明的遊戲。

國王對智者說：「你想要什麼作為獎賞？」 

智者鞠躬並說道：「 能為陛下您服務，這件事對我來說就已經是獎賞

了。」 

「但是我希望你能得到實質的獎賞。」國王用嚴厲的聲音說。「你得選擇

一個獎賞！」

智者沉默了很久，「好的，陛下」智者終於說了：「我僅有一個要求，就

是明天時，請國王您在棋盤的第 1 個方格上，賜給我 2 粒米；隔天，在第 2 個

方格上，賜給我 4 粒米；第 3 天，在第 3 個方格上，賜給我 8 粒米；第 4 天，

在第 4 個方格上，賜給我 16 粒米；⋯⋯。就這樣每 1 個方格上，都賜給我前

一天 2 倍的米粒，直到棋盤所有格子上都放了米為止。」
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國王與在場的每一個人都感到很好

奇，到最後會有多少粒米在棋盤上呢？

他想像著棋盤上的米粒：「 1、2、3、4、

5、⋯⋯、共有 64 個格子。到最後的米

會有 1 公斤重嗎？」國王可不確定。

此時皇后對國王輕聲說：「最簡單的

方式就是直接問智者一共需要多少米？」

國王怎能顯露出他有不確定的事呢？在這樣

的自尊心作祟下，他大方地對智者說：「你的要

求已被允許了。」

這件事引發了大臣與貴族們的一陣笑聲，討

論著智者與他的古怪要求。

如上圖，你認為在一般大賣場可見的每 3 公
斤一袋的米，夠不夠應付智者的要求呢？
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國王為了方便負責的士兵知道每天要拿多少粒米，因此請大臣們一起商量

如何記錄。

甲大臣說：「先幫負責的士兵算好米粒數。第 1 天，2 粒米；第 2 天，4 

粒米；第 3 天，8 粒米；第 4 天，16 粒米，依此記錄下去即可。」

乙大臣說：「只要列出算式，負責的士兵們就可以算出來。第 1 天，2 粒

米；第 2 天，2×2 粒米；第 3 天，2×2×2 粒米；第 4 天，2×2×2×2 粒

米，依此記錄下去即可。」

丙大臣說：「我這邊想到一種記錄方式，只要負責的士兵能了解這個方法

就可以。」

第 1 天，記為 21 粒米；第 2 天，2×2 記為 22 粒米；第 3 天，2×2×2 記

為 23 粒米；第 4 天，2×2×2×2 記為 24 粒米，依此記錄下去。」

 請分別依甲、乙、丙三位大臣建議的方式，完成以下的問題與討論。

1完成以下表格：

第 5 天 第 6 天 第 7 天 第 8 天 第 9 天 第 10 天 第 11 天

甲大臣

乙大臣

丙大臣

2��依甲、乙、丙三位大臣建議的方式，記錄第 20 天時所需要的米粒數。

　請寫出不同記錄方式的優缺點。

　甲大臣：

　乙大臣：

　丙大臣：

3�如果你是國王，你會喜歡哪一種記錄方式呢？請寫出算式或是理由來 

支持你。

任務 1
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法國數學家笛卡兒（René Descartes，1596∼1650）在 1637 年的著作《幾何

學》中創立了一種與丙大臣相同想法的簡記方式。

一數連加數次時，可用乘法來簡記，例如：5＋5＋5=5×3。

同樣的，一個數連乘數次時，有和丙大臣建議一樣的簡記方法。例

如：5 連乘 3 次，即 5×5×5，可以表示成 53，其中 53 讀作五的三次方， 

5 稱為底數（或簡稱底），右上角的 3 稱為指數，用來表示連乘的次數。

另外，相同數連乘的運算稱為乘方（或次方）。當乘方的指數為 1 時，通常

省略不寫，例如：31  寫成 3。

以下是國王的棋盤，請試著幫丙大臣記錄以下各天所需的米粒數。

1 2 3 4 5 6 7 8

9 0 q w e r t y

u i o p a s d f

g h j k l ; z x

c v b n m , . /

! @ # $ % ^ & *

( ) Q W E R T Y

U I O P A S D F

1�第 4 天，需要 24 粒米，隔天，需要多少粒米？（請以 2 為底數的乘方表

示）

2第 9 天所需要米粒數是第 6 天所需要米粒數的幾倍？ 

任務 2

任務 3

1第 30 天

2第 60 天

3最後一天

　　大臣們一面記錄，一面討論以下的問題。
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次方的運算 2

名詞 實際數字 算式（以 10 連乘的運算）
以 10 為底數
的乘方記錄

個 1 ？

十 10 10 101

百 100 10×10 102

千 1000 10×10×10 103

萬 10000 10×10×10×10 104

十萬 100000 10×10×10×10×10 105

百萬 1000000 10×10×10×10×10×10 106

千萬 10000000 10×10×10×10×10×10×10 107

億 100000000 10×10×10×10×10×10×10×10 108

十億 1000000000 10×10×10×10×10×10×10×10×10 109

百億 10000000000 10×10×10×10×10×10×10×10×10×10 1010

千億 100000000000 10×10×10×10×10×10×10×10×10×10×10 1011

兆 1000000000000

1108 是幾位數？是 1 後面幾個 0？

21012 是幾位數？是 1 後面幾個 0？

任務 1

【2014 年 7 月 30 日新聞】
審計部 29 日公布「102 年度
中央政府總決算」報告書，

經審計部審核，民國 102 年
度審定歲入決算 1 兆 7304 
億餘元。兆有多大呢？

在臺灣，數字的位值由小到大

會用到個、十、百、千、萬、億等

名詞，這些名詞其實可以和 10 為底

數的乘方相對應，在後續的學習中

我們會討論。

表一
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清朝《數理精蘊》記載的數字單位，由小到大依次為一、十、百、千、

萬、億、兆、京、垓。萬以下是十進位，萬以後則為萬進位，即「萬萬為億、

萬億為兆、萬兆為京、萬京為垓」。

在小學時，3 個 2 相加與 4 個 2 相加，總共有 7 個 2 相加。可記作

        （2＋2＋2）＋（2＋2＋2＋2）＝2＋2＋2＋2＋2＋2＋2

或者　　　　　　　　　 2×3＋2×4＝2×7 

那麼，3 個 2 相乘再與 4 個 2 相乘，總共有 7 個 2 相乘。可以怎麼記，想一想？

        （2×2×2）×（2×2×2×2）＝2×2×2×2×2×2×2

或者　　　　　　　　　　　23×24＝27 

你有發現什麼比較好的計算方法？

「萬萬為億」是指 1 萬的 1 萬倍為億，即 10000×10000=100000000，

也可利用以 10 為底數的乘方，參考上方的表格，記作 104×104=108。

請將下列各題的文字描述與運算，以 10 為底數的乘方記錄下來，並將

「兆」、「京」、「垓」以 10 為底數的乘方表示。

1�萬億為兆： 100000000×10000＝1000000000000，可記作 108×104＝1012。

2萬兆為京：

3萬京為垓：

試著計算下列以3為底數的乘法運算，並將答案以3為底數表示。

132×32

235×36

33×34

4當兩個底數相同的乘方相乘時，指數之間有什麼關係嗎？

任務 2

任務 3
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過去新聞報導中，曾出現很大且需運算的數，下面是利用以 10 為底數的

記錄方式，請試著完成任務。

例如：某公司將半年的業績獎金  100000  元均分給  100  位員工，即 

100000÷100＝1000（元），記作 105÷102＝103（元）。

在小學時，6 個 3 相加減掉 2 個 3 相加，會剩下 4 個 3 相加。可記作

　　（3＋3＋3＋3＋3＋3）－（3＋3）＝3＋3＋3＋3

或者　　　　　　　　3×6－3×2＝3×4 

那麼，6 個 3 相乘除以 2 個 3 相乘，會剩下幾個 3 相乘呢？可以怎麼記

錄？

　　（3×3×3×3×3×3）÷（3×3）＝ 3×3×3×3×3×3
3×3 ＝3×3×3×3

或者　　　　　　　　　　　36÷32＝34 

你有發現什麼比較好的計算方法？

試著計算下列以 5 為底數的除法運算，並將答案以 5 為底數表示。

156÷52

2512÷54

3當兩個底數相同的乘方相除時，指數之間有什麼關係嗎？

1�新聞報導，這次威力彩頭獎金為 1 億元，由一家工廠的 100 位同事共同

獲得，請問每人可分得多少元？

2� A 國目前國民人數約有 1000 萬人，如果 A 國負債約一兆元，請問 A 國

平均每個人負債多少元？

任務 4

任務 5
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在 14 世紀，歐洲數學家雷姆（Nicole Oresme，1323∼1382）引用指數律中

的加法律和乘法律來處理幾何和物理的問題。透過前面學習的指數律，對以下

問題嘗試作運算。

試計算下列算式，並在各式的（   ）與□中，填入正確的數：

1（54）2＝（  ）×（  ）＝5□

2（23）4＝（  ）×（  ）×（  ）×（  ）＝2□

3�觀察以上的運算，你發現了什麼？請你舉例說明。

4（105）3＝10□

5（103）5＝10□

6（105）3 與（103）5 的計算結果是否相同，請寫出算式或理由來說明。

任務 6
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現在的資訊科學和網路通訊，與指數律也息息相關。

美國數學家愛德華‧卡斯納（Edward Kasner）在 1940 年創造 Googol 這

個名詞，代表 10100。根據網際網路搜索引擎谷歌（Google）公司公布的資料，

Google 在 Googol 這個名詞上稍作微小的改變，藉以反映 Google 公司的使

命，用以表示該公司在網路上擁有無邊無際的訊息資源儲存量。

1�某網路公司所做的統計，發現平均每天在網際網路上約新增加 1015 位

元的訊息量。若依此速度多久才會累積到 1 Googol 位元的訊息量？

2�我們認識 1 Googol＝10100，小華聲稱他創造一個很大的數叫做10010，   

請比較 10100 與 10010 的大小？並寫出算式或理由來說明。

任務 7
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計算機的使用3
因為科技上的進步，以往複雜的

計算現在可透過方便取得的計算機幫

忙完成，請使用計算機，依指示做些

小計算。（每臺計算機按鍵功能會有差

異，可以請任課教師協助你。 ）

拿出計算機，

1�先按 10，再按 ×，接著按 =  1 次，你的計算機上顯示多少呢？  
能說說看這是怎麼算出來的？

2�歸零後，先按 10，再按 ×，接著按 =  6 次，你的計算機上顯示多
少呢？能說說看這是怎麼算出來的？

3�歸零後，先按 10，再按 ×，接著按 =  25 次，你的計算機上顯示多
少呢？能說說看這是怎麼算出來的？

任務 1
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你知道第 40 天，國王要放多少粒米在棋盤上嗎？你可以試著用手邊的計

算機，算算看，並嘗試回答下面的問題。（你用的是哪一種計算機呢？電腦中

的小算盤或是手機中的計算機？）

以計算 240（2 的 40 次方）為例：

標準型計算機

先按 2 ，再按 * ，接著按 =  
39 次，即可以得到運算結果。

先按 2 ，再按 ×  及 2 ，
重複 39 次（螢幕呈現如

2×2×2×2×2×2×2×⋯×2），

按 =  即可以得到運算結果。

工程型計算機

先按 2 ，再按 xy ，接著按 40， 

按 = ，即可以得到運算結果。
在此計算機中，先輸入的數字為 x 

（代表底數），後輸入的數字為 y
 （代表指數）。

先按 2 ，再按 ^  ，接著按 40，

按 = ，即可以得到運算結果。

任務 2

1 2

3

4
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1.099512e12、1.099511627776×1012 與 1099511627776 這三個數字相同

嗎？

不同計算機的顯示方式有所不同，雖然  1 .099511627776×10 12  與 

1099511627776 這個十三位數相同，但受限於不同機型，顯示為 1.099512e12，此

為近似值，數字最右邊的 e12 指的就是乘上 1012（以 10 為底數時，指數為12）。

你可以對一個數取四捨五入到很大的位數，也可以到很小的位數，就看你

想要多準確。240＝1099511627776，這個數字寫在書上容易，但是要記住就很

痛苦。為了讓此類數字容易記憶，可以將它四捨五入。

1099511627776 → 1099512000000 取七位有效數字，在前七位數之後的數

都變成零，精確度99.99999%。

1099511627776 → 1100000000000 取兩位有效數字，在前兩位數之後的數

都變成零，精確度99%。

1099511627776 → 1000000000000 取一位有效數字，在前一位數之後的數

都變成零，精確度90%。

其實  1100000000000  已經很精確，因此通常很大的大數我們會四捨

五入到兩位有效數字。而下表是我們進一步使用指數的記錄方式來呈現 

1100000000000 成為 1.1×1012 的演變過程。
原本數字的簡單運算 指數的記錄方式

1100000000000 × 1 ＝ 1100000000000 × 1

110000000000.0 × 10 ＝ 110000000000.0 × 101

11000000000.00 × 100 ＝ 11000000000.00 × 102

1100000000.000 × 1000 ＝ 1100000000.000 × 103

110000000.0000 × 10000 ＝ 110000000.0000 × 104

11000000.00000 × 100000 ＝ 11000000.00000 × 105

1100000.000000 × 1000000 ＝ 1100000.000000 × 106

110000.0000000 × 10000000 ＝ 110000.0000000 × 107

11000.00000000 × 100000000 ＝ 11000.00000000 × 108

1100.000000000 × 1000000000 ＝ 1100.000000000 × 109

110.0000000000 × 10000000000 ＝ 110.0000000000 × 1010

11.00000000000 × 100000000000 ＝ 11.00000000000 × 1011

1.100000000000 × 1000000000000 ＝ 1.100000000000 × 1012

表二

13



為了後面的計算與討論，我們將記錄方式以四捨五入取到小數點後一位，

寫成 1.1×1012。而在日常生活中，出現很大的數的情形越來越普遍，能以方

便、精簡的方式去呈現這些數，也顯得越來越重要。

當一個很大的數不易用一般的方式表現時，我們會採用科學記號表示，計

算機亦然。

請將下列科學或生活新聞中的大數字，用科學記號表示：

1�蘋果公司股價在 2014 年 7 月 28 日上漲 1.38%至 99.02 美元，市值達到 

5929.18 億美元，約新臺幣 17.78 兆元。請以科學記號表示 17.78 兆。

2�「富比世」雜誌今天公布臺灣 50 大富豪名單，旺旺集團主席蔡衍明今年

以新臺幣 2784 億元資產，連續第 3 年名列臺灣首富。請以科學記號表

示 2784 億。

　　根據上述資料，比較蘋果公司與旺旺集團主席蔡衍明誰較有錢呢？

任務 3

1請比較 17.78 兆與 2784 億的大小，誰比較大？

2請比較 1.778×1013 與 2.784×1011的大小，誰比較大？

任務 4

把一個正數表示成 a×10n 的形式，其中 1≦ a＜ 10 且 n 為整數，則 a×10n 

就是這個數的科學記號表示法。

14



過了 20 天，國王跟智者提到說，每天讓他的大臣與士兵們計算米粒數

與搬米，實在太累！一開始，大臣在計算米的數目，十分輕鬆，2 粒米、4 粒

米、8 粒米、16 粒米、⋯，但越來越感到計算的困難。士兵們頭幾天在搬運

米時，僅利用手指拈起數粒米就完成，但過了一、兩星期後光是數出需要的

米粒就非常不耐煩。

大臣們請國王跟智者反應：「每天讓他的大臣與士兵們計算米粒數與搬

米，實在太累！他們已經精疲力竭了，能不能用別的方式代替。」

智者：「既然如此，我只拿最後一天的米就好了。」

第 20 天時，國王要提供多少米粒數？能利用計算機以外的方法來估算第 

20 天的米量嗎？

約 1 萬粒？約 10 萬粒？約 100 萬粒？還是約 1000 萬粒呢？（提示：210＝

1024）

藉由第 20 天的米量，估算最後一天需要米多少粒？

任務 5

任務 6
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還記得故事最後，國王的疑問嗎？ 「最後會有 1 公斤重的米嗎？」

有一個小兵向國王報告：「 50 粒米約 1 公克重。」

根據這個資料，請計算最後一天的米量有多重？

根據 2012 年統計的結果，全世界的稻作產量高達 7 億公噸。請問這足夠

國王支付最後一天的米量嗎？如果不夠，約幾年才可以提供完畢？

任務 7

任務 8
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