                        宜蘭區國中數學輔導團教師專題研習

             國中教育會考數學非選擇試題的教學省思與學習挑戰
                    臺北市立建國高中  曾政清老師
前言:
   民國90年末代高中聯招走入歷史，改以常模參照型式的國民中學基本學力測驗(簡稱基測)登場。在基測數學考科的方式上也做了些許調整，四選一的單一選擇題成為考試中唯一的題型。儘管多元入學方案的實施成為高中入學的主要方式，國立臺灣師範大學心理與教育測驗研究發展中心(以下簡稱心測中心)的成立，引領臺灣考試邁向專業化的新紀元。但考試領導教學的現象，仍然對國中教育現場產生非常深遠的影響。每年二十幾萬國中學生所參加的考試相當程度受到教師、學生與社會各界的關心與重視。特別是十二年國民基本教育實施後，標準參照的國中教育會考(以下簡稱會考)取代實施了十三年的基測成為十二年國教的重要配套措施。但評量方式與考試重點仍然成為師生關注焦點，更對於國中現階段數學課程的教與學產生許多的影響。尤其自103年度教育會考數學考科加考非選擇試題，此部分的得分已成為明年新制高中免試入學方案中，影響數學科是否達成「精熟」、「基礎」、「待加強」3 個等級能力表現標準的關鍵之一。因此指導非選擇題的作答，成為今年國三數學課程教學中非常需要的一部分。當然，除了課堂中數學概念的引導與題目的示範及演練外;對於數學素養的培養、解題策略的指導與實作更日益重要。
與其不能避免不如全力為之
    根據國內外的研究指出：透過閱讀理解、訊息擷取、正確的判斷與作答(含利用尺規工具正確作圖)對於數學解題能力有非常大的幫助。除此之外，全面增進數學應考實力，提升選擇題的作答速度與正確性，也對於考試時非選題部分是否有充裕的思考與作答時間，有決定性的影響。在今年七月首度實施的特色招生中，數學考科首次將非選題納入計分範圍。根據心測中心的閱卷統計顯示，有極高比例的優秀考生，在這場眾所注目全力以赴的考試中，卻無法獲得相對理想的分數，也引發了學校教師廣泛的討論。因此本文特地彙整了103學年度第一次國中教育會考模擬測驗數學科非選擇題的「評分指引」與「模擬會考非選題的閱卷經驗」，提出一些建議，希望能對國中數學的教與學有所助益，期待在認真學習中有更優異的成績展現出來。
    就正如國民中小學九年一貫數學學習領域課程綱要所提醒教師注意的事。 就整體的學習而言，觀察、判斷、嘗試做出結論仍然是在推理之前重要的過程。推理並非盲目的邏輯推演，推理代表的是對現象合理的終極分析。因此在學習推理的時候應該使學生能把握最基本的概念和定律。從定性和定量兩個基本的方向，分進合擊。定性的部分，包括對稱、全等、相似形，定量的部分包括面積公式，畢氏定理和相似形比例關係。定性和定量之間的重要聯繫則是由整數量到一般實數量的連續化過程。透過連續化過程，建立了普遍的面積公式以後，可以由面積公式得出畢氏定理和相似形比例關係，而後者正是所有幾何定量的基本工具。對於學生推理能力的培養需要循序漸進、按部就班，一步一腳印的引導、探索、啟發與培育。
特別是數學證明的教學並不等於要求學生寫出冗長證明。國中的推理證明教學重點在於，學生應能領略證明如何使我們跳脫侷限經驗、延伸並確保思考正確性的好處，學習閱讀並反覆思考推理的過程，進而能夠養成自己言之有物的習慣，能夠辨認論證過程中容易犯的錯誤，最後再嘗試練習寫出較短的證明。筆者調查今年兩百位學生參加會考與特招的成功因素，發現認真學習並配合好的學習方法與策略往往是邁向勝利的不二法門。因此如何在競爭中化挫折為成長的契機，學習讓自己更有卓越的競爭力，往往準備會考過程中最重要的課題之一。因此有好的方法、旺盛的企圖心，持之以恆的付出與努力，堅持到底便會成功!
數學會考非選試題的設計理念與特色
     目前國中教育會考數學科非選擇題加權比重佔數學考科總分的15％。而數學會考非選兩題試題主要測試學生閱讀能力、分析能力和表達能力，所以不一定全都會用幾何的題目來做為評量試題。由於非選擇主要評量學生是否能運用數學知識解題，並說明其解題過程與理由的能力。有別於傳統的考試方式，非選擇代數試題中出現類似PISA有條件式的判斷或論述，特別是在評量學生是否能依據情境中的條件轉化成數學問題，解題後表達出符合情境的答案的能力。學生作答此題時，需察其中條件的關聯係，找出答案，並呈現解題過程及其合理性。而幾何問題通常是評量學生運用幾何性質推論以及說明推論合理性之能力。在作答時須考慮在各個情況下運用幾何性質發展推論策略，進行推理並說明推理過程的合理性。
    心測中心今年所公布數學非選題的評分標準與試題樣卷及閱卷的說明報告，包含非選題的得分的要點，公開試題分析告與相關研究報告，均能有效引領國中數學的教學省思與學習挑戰。然而根據103年國中教育會考數學科測驗非選擇（建構反應）題主要是在評量學生運用數學知識解題，並說明其解題過程與理由的能力。說明如下:
                      <103國中教育會考非選擇題>
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   此題主要是評量學生依據情境列式，臆測可能答案並針對臆測進行驗證的能力。學生作答此題時，需應用「部分占全體百分比」之概念列出一般化的式子，並能判斷與驗證或推論此式的某一特殊型式之適用範圍。
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第2題評量學生運用全等性質推論以及說明推論合理性之能力。學生作答此題時，須根據已知線段或角度關係，運用幾何性質發展推論策略，進行推理並說明推理過程的合理性。
    數學科非選擇題每題的分數分為0、1、2、3四種分數。不同於選擇題以正確答案為計分的標準，非選擇題的評分著重於解題「策略」的適切性，及「表達」解題過程的合理性、完整性。第1題，學生使用的策略分為「將可能的兩校人數關係代入檢驗」及「推兩校的人數關係」兩種策略。評分的要點為：列出正確的式子，呈現臆測之特定情況與檢驗之合理性，或呈現以推論方式得到特定情況的過程。第2題，學生使用的策略為「利用全等性質說明」。評分的要點為：正確應用幾何性質，且推論過程合理完整。在這兩題的解題過程中，如果學生使用的策略不完整但方向正確，或解題過程未明確顯示部分步驟間之合理性，或推導正確但出現計算錯誤導致答案不正確，或推導方向正確但未得出最後結論，都可能拿到部分分數。
         <103學年度第一次國中教育會考模擬測驗數學考科非選擇題I)
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A.建議非選第1題「信、雅、達」的答題策略
  (1)「信」-正確的書寫:
    回答的內容必須是完全正確，避免錯誤式子或內容出現，否則會得不到分數。
  (2)「雅」-簡潔的陳述:
    依題目說明小華在任何情況都會對嗎?並指出會對的理由?
    主要是能作出具有數學邏輯推理的檢驗說明! 並指出兩班人數相等時小華會對的簡潔理由。
  (3)「達」-完整的作答:
    整個非選擇部分第1題共詢問了4個小問題，建議此題須完整回答並包括此四個部分。
    (1)兩班合併計算後，平均每人每月借閱幾本書? (2)小華在任何情況都對嗎?
    (3)認為小華會對的理由。                    (4)列式檢驗小華會對的理由 。
    建議以標示清楚方式每小題分開來依序回答。
     <103學年度第一次國中教育會考模擬測驗學考科非選擇題II)
[image: image4.png]2 BG)A—AALRETFE  HALFELERARL  y= —x+H6RAHM  y=x+2

HED - FHGLAE /MR EBA > ERLAXH MR I AHB » § fMBExh e
REHC A ZAWABCHEAR A ? GERTHARL ~ M ARA ) LIR)

> K Bz
SHISE R

EGR)




B.建議非選第2題「點、線、面」的作答策略
 (1)「點」-清楚的標示:標示出直線L與
[image: image5.wmf]x

軸的交點B坐標( 6 , 0 )，標示出直線M與
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軸的交點C
     坐標(
[image: image7.wmf],

2

-

0 )。聯立方程式求出A坐標 ( 2 , 4 )並標示出來。

 (2)「線」-明確的作圖:利用直尺連結
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A

,

兩點作出直線L。連接
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A

,

兩點作出直線M。
 (3)「面」-具體的呈現:即求出三角形ABC面積需有完整的計算過程。
數學會考非選試題的教與學
    一般而言，在國中階段有限的數學教學時數中，除了先做好班級經營與教室管理外，教師可依據現行九年一貫課程綱要數學學習領域附錄的分年細目重要示例及參考現行各版本教科書的例習題當作為課程核心教材。而國家教育研究院所研發國中數學原型教材，亦可提供當做課堂非選題的教學示例使用。而歷屆國中基本學力測驗數學試題當中，也可以選擇運用作為課堂上非選題練習的來源，讓國中教學現場能夠有適宜的優良問題，提供教學評量與演練參考，並且能進一步引導學生學習、澄清迷失概念，以達成預期教學目的。尤其現今以學生學習為中心的教育理想，不但教師教學方式需要轉變，更需進一步思索如何轉換學生學習習慣。相信這樣靈活討論式課堂教學與多元適性的評量設計，也有助於非選題關鍵數學素養的增進。
    現今學校教育關注學生學習，開啟以學習者為中心的教學，有效提高學生的參與度、持久性。聚焦教師教學，激勵「協作」、「共享」與「創新」、「經濟」的教學氛圍。相信當教師認真投入教學，學生更容易當真投入學習當中。尤其二十一世紀數位學習與資訊取得更為多元，傳統學校教師的「授課」受到相當程度的挑戰，也演化出許多的教學模式。包括合作學習、學習共同體、模課師MOOCs課程等，讓教室成為共同討論、引導思辨的場域，學生的學習模式也享受了更多適性的教學資源。從國外的可汗學院到國內的均一平台相繼成為翻轉教學的重要推手可見一般。
    臺大數學系張海潮教授所建議:對程度好一點的學生不要塞一些垃圾問題給他們(提供適性揚才的教材與題目);對稍微落後的學生 給予額外的時間與人力拉他們一把~(帶起每一個孩子展現他們的學習光芒)。讓在傳統課堂學習中無法滿足的學生，希望教師能一本教育初衷，透過課前的協助引導及閱讀、課堂雙向討論與多元適性評量。從最基本的問題著手解答，從歷程中記錄探索省思，進而肯定學習價值。相信只要肯用心，便可以有成長用力的地方。對於國中會考數學科考題而言:在測驗內容呈現在定量上涵蓋了國中課程綱要主要章節與能力並且沒有複雜的計算，但由於題數很多，對許多考生而言也許是做不完的。因此從讀題、轉化、解題都需要一定的時間演練，而對國中的幾何教學建議多花一些時間讓學生討論幾何性質之間有什麼關聯，引導學生可以透過畫圖進行觀察，藉助尺規得到初步的結論，利用團體互動討論後，再進行說明與論證。
    優秀是培養出來的，鼓勵同學間形成對話、討論、探究、合作、表達與分享的共學方式建立「學習共同體」。甚至透過題組模式適度引導、局部推理與合作學習，帶領學生面對問題挑戰再接再厲。
例如:電信公司的某種手機優惠方案通話費計算方式如下：
(1)每月通話3600秒內只需繳交基本費。
(2)每月超過3600秒後的費用與通話時間成線型函數關係。若每月通話4600秒，須繳300元；每月 

   通話5600秒，須繳費500元
課堂上可以利用下面三個小題的佈題方式來引導同學共同討論與思考學習。
(1) 假設通話基本費用為
[image: image10.wmf]b

元，若通話超過3600秒的秒數為
[image: image11.wmf]x

，共需繳交
[image: image12.wmf]y

元。則試寫出通話超過  3600秒後，其中
[image: image13.wmf]x

與
[image: image14.wmf]y

的線型函數關係。
(2)每月基本費用為多少元?
(3)若曉玲此月共通話6600秒，則需繳交多少元？ 
或是結合東京大學佐藤學教授所提倡學習共同體課堂HOP、 STEP、JUMP 三部曲學習單的研發與設計模式，引領學生深度思考與跳躍學習。
1. HOP層級:透過課程綱要與課本例習題，設計學習單或評量以複習舊經驗。
   請利用圓上兩弦相交來做出或找出相似三角形，例如:下圖中
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D

和
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D

相似。
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2.STEP層級:利用所蒐集的重要觀念或迷思概念，結合學校優良試題或創意評量，設計啟蒙問題進行探究。如圖，已知△ABC中，D、E兩點為
[image: image17.wmf]AB

、
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的中點，且△BOD面積＝p，
△COE面積＝q。請證明p＝q。
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3.JUMP層級:可參考國內外競賽試題(如AMC)、科展研究主題或結合檢定試題(如PISA)設計各類型問題佈題挑戰。(題目難度較高)
   如圖，梯形ABCD的兩條對角線與兩底所圍成的兩個三角形的面積分別為
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p

與
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，

   試證明梯形ABCD的面積為
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或依教材主題與難易度可將三部曲主題學習單加以轉化。臺灣師大數學系林福來教授曾在局部推理論證教學中提出接龍、偵錯、排序及配對等四種模式協助學生學習，現今亦可結合多媒體或平板電腦設計，以增加其學習的多元性與趣味性。以下教學示例是依據現行國民中小學九年一貫課程綱要數學學習領域綱要附錄的分年細目詮釋例題改編而成。
 (1)接龍模式:將解題過程幾個重要步驟省略，鼓勵團隊腦力激盪填空。
 例題:如下圖，圓
[image: image24.wmf]O

為四邊形
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之外接圓，試證明圓
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的周長大於四邊形
[image: image27.wmf]ABCD

之周長。    
 證明：
 因為兩點間的距離以直線最短，
 所以
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弧長＞
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，
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弧長＞
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弧長＞_____(請填入線段)，
[image: image33.wmf]DA

弧長＞_______，(請填入線段)。
 由上述情況依據等量加法公理可得:
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弧長+
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弧長+
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弧長+
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弧長＞____+
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(請填入線段)。
 因此，圓
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的周長大於四邊形
[image: image41.wmf]ABCD

之周長。
(2)偵錯模式:將解題過程重要過程設計錯誤形式，讓大家一起來找碴。
  若
[image: image42.wmf]c
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為三個正整數且滿足
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，試證明
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	  證明：
  由已知   
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  可得 
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  所以
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   上述步驟(A) (B)(C) 的內容是否有錯誤請協助更正!
   步驟(A)   (正確   (錯誤 更正如右________________
   步驟(B)   (正確   (錯誤 更正如右________________
   步驟(C)   (正確   (錯誤 更正如右________________
(3)排序模式:將解題過程各項重要步驟前後錯置排列，重新隨機排序，邀請學生討論前後
      邏輯性將題目解答過程依序完成。
老師在黑板上證明如下問題:如圖，
[image: image52.wmf]AB

與
[image: image53.wmf]CD

為圓
[image: image54.wmf]O

之平行兩弦，試證明
[image: image55.wmf]AC

弧長=
[image: image56.wmf]BD

弧長。
  小青抄寫過程中順序有誤，請協助他更正成正確的證明。
  (A)所以依據內錯角相等性質可得
[image: image57.wmf]BAD
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  (B)連接
[image: image58.wmf]AD

，
  (C)因為已知
[image: image59.wmf]AB

與
[image: image60.wmf]CD

平行，
  (D)因此由等角對等弧，可得
[image: image61.wmf]AC

弧長=
[image: image62.wmf]BD

弧長。
    正確順序應為 :__________________________
    並請將正確證明重寫一遍~
(4)配對模式:將研究主題(問題)與所需的解題技術(公式或技能)加以配對。以協助問題解決歷程的 
   推論，或進行一題多解討論，透過學習共同體討論方式發展詮釋、覺察，與後設省思的情意學習。
 例如:課本習題中一道幾何證明題，小青與小玲的作法分別如下所示:
(1)是否可根據他們的作法 請問這個幾何題目為何?
  已知:__________________________________________，
  求證: _________________________________________。
請畫出題目所配對的圖形:
	


(2)
 你比較喜歡哪一人的作法
 ( 小青  (小鈴   (都喜歡   (都不喜歡
 理由:__________________________________________________
     ___________________________________________________
小青的作法(下左圖) : 
過
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點做
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之平行線，交直線
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由(1)(2)我們得
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    曉鈴的作法 (上右圖) :
     做
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垂直
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，並做
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 EMBED Equation.3 [image: image88.wmf]D

在
[image: image89.wmf]A

Ð

的角平分線上，
     ∴ 
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   做
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      由(1)(2) 所以
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結論:有兩百分的積極準備才有一百分的完美展現
    有良師引導才能培養出優秀學生，有優質學習才能孕育出卓越人才。
    在擔任全國基測試務總幹事工作、長期參與教育部數學學科中心評量研發到近期十二年國民教育總綱研訂過程中。深且體會與了解，重要是當前教育不只是傳授知識更是著重在批判思考與培育團隊解決問題的能力。透過錯誤嘗試、合作分享與共同學習，才能激發潛能、展現創意並掌握趨勢、成就未來及終生學習。面對國中會考非選數學試題的教學責任與學習挑戰，真的需要有200分的積極準備，才會有100分的完美展現。建議學校教師透過心測中心網頁上相關資訊蒐集與研習，進行數學領域校本課程的精進，假以時日相信必能有所成效。教育的推動改變並不容易，更何況學生的成長學習，都是一點一滴努力的結果，冀望能從國一學習階段開始，積極重視數學認知、情意、技能的發展，點燃學生對數學的學習熱情，提升課堂上數學的學習效能。
    特別是無論從選擇題到非選擇題的思考計算與證明能力培養，都不是一蹴可幾的!尤其數學會考中「待加強」、「基礎」與「精熟」學生的比例，離盡善盡美但還有一段遙遠的距離。但是從教育部及縣市教育主管機關、各級學校與包括博幼、均一等民間基金會、出版業者無不全神貫注、戮力合作，提供學生補救教學與提升學力的多元管道與增能方案。而這股匯聚臺灣教育改變的熱情從未放棄前進!相信在看到美好未來的同時，亦能讓教育品質能達到更盡善盡美的境界。 
註: 相關題目解答可參考南一書局評鑑測驗中心 http://www.mietc.tw/index2.jsp 
    網頁公告
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附錄: 數學思考與證明
1：如下圖，圓
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為四邊形
[image: image107.wmf]ABCD

之外接圓，
   試證明圓
[image: image108.wmf]O

的周長大於四邊形
[image: image109.wmf]ABCD

之周長。    
證明：因為兩點間的距離以直線最短，
  所以
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弧長＞
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，
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弧長＞_____(請填入線段)，
[image: image115.wmf]DA

弧長＞_______，(請填入線段)
  由上述情況依據等量加法公理可得
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弧長+
[image: image117.wmf]BC

弧長+
[image: image118.wmf]CD

弧長+
[image: image119.wmf]DA

弧長＞____+
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+_____+
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(請填入線段)
  因此，圓
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的周長大於四邊形
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之周長。
  解答:
因為
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弧長＞
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弧長＞
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所以
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因此，圓
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的周長大於四邊形
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之周長。
2：若
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為三個正整數且滿足
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	證明：
由已知   
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[image: image147.wmf].

.

2

2

2

c

b

a

-

=

   ……(A)  
    
[image: image148.wmf]c)

b)(b

(c

+

-

=

……(B)
因此

[image: image149.wmf]b

c

c)

(b

a

+

=

-

¸

2

……(C)
所以 
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上述步驟(A) (B)(C) 的內容是否有錯誤請協助更正! 
步驟(A)   (正確   (錯誤 更正如右___________________
步驟(B)   (正確   (錯誤 更正如右___________________
步驟(C)   (正確   (錯誤 更正如右___________________
證明：
由   
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3：老師在黑板上證明如下問題:
   如圖，
[image: image158.wmf]AB

與
[image: image159.wmf]CD

為圓
[image: image160.wmf]O

之平行兩弦，試證明
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弧長=
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弧長。
小青抄寫過程中順序有誤，請協助他更正成正確的證明。
	證明：
(A)所以依據內錯角相等性質可得
[image: image163.wmf]BAD
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(B)連接
[image: image164.wmf]AD

，
(C)因為已知
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與
[image: image166.wmf]CD

平行，
(D)因此由等角對等弧，可得
[image: image167.wmf]AC

弧長=
[image: image168.wmf]BD

弧長。
正確順序應為 :__________________________。
請將正確證明重寫一遍:
正確順序應為 :____(B)(C)(A)(D)______。
(B)連接
[image: image169.wmf]AD

，
(C)因為已知
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與
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平行，
(A)所以依據內錯角相等性質可得
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(D)因此由等角對等弧，可得
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	4.課本習題中一道幾何證明題，小青與小玲的作法分別如下所示:
(1)是否可根據他們的作法 請問這個幾何題目為何?
  已知:__________________________________________，
  求證: _________________________________________。
請畫出題目所配對的圖形:
(2)
 你比較喜歡哪一人的作法
 ( 小青  (小鈴   (都喜歡   (都不喜歡
 理由:__________________________________________________
     ___________________________________________________
     ___________________________________________________
小青的作法(下左圖) : 
過
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點做
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之平行線，交直線
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 EMBED Equation.3 [image: image187.wmf]AD

為
[image: image188.wmf]A

Ð

的角平分線，∴
[image: image189.wmf]CAD

BAD

Ð

=

Ð



 EMBED Equation.3 [image: image190.wmf])

2

(

L


由(1)(2)我們得
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曉鈴的作法 (上右圖) :
     做
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垂直
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，並做
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 做
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 由(1)(2)所以
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解答
已知:
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Δ

中，
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的角平分線且交
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求證:
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5.題目：電信公司的某種手機優惠方案通話費計算方式如下：
       (1)每月通話3600秒內只需繳交基本費。
       (2)每月超過3600秒後的費用與通話時間成線型函數關係。
          若每月通話4600秒，須繳300元；每月通話5600秒，須繳費500元
  試問(1)假設通話基本費用為
[image: image226.wmf]b

元，若通話超過3600秒的秒數為
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，共需繳交
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元
         則試寫出通話超過3600秒後，其中
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與
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的線型函數關係。
       (2)每月基本費用為多少元?
      (3)若小玲此月共通話6600秒，則需繳交多少元？
     解答 (1)假設通話基本費用為
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元，若通話超過3600秒之秒數為
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          (2) 若通話4600秒，須繳300元；通話5600秒，須繳費500元
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6. 如圖，已知△ABC中，D、E兩點為
[image: image239.wmf]AB

、
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的中點，且△BOD面積＝p，
△COE面積＝q。請證明p＝q。
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解答: 連接 EQ \x\to(AO)
(1)在△ABO中，∵D為
[image: image242.wmf]AB

的中點 EQ \x\to(AD)＝ EQ \x\to(BD)，∴△AOD面積＝△BOD面積＝p。
(2)在△ACO中，∵E為
[image: image243.wmf]AC

的中點 EQ \x\to(AE)＝ EQ \x\to(CE)，∴△AOE面積＝△COE面積＝q。
(3)在△ABE與△CBE中∵ EQ \x\to(AE)＝ EQ \x\to(CE)∴△ABE面積＝△CBE面積
     ⇒  2p + q = △BOC面積+ q ⇒△BOC面積＝2p。
(4)在△ABE與△CBE中∵ EQ \x\to(AD)＝ EQ \x\to(BD)，∴△ADC面積＝△BDC面積
      ⇒  p +2 q = p + △BOC面積⇒△BOC面積＝2q。
由(3)(4)  可得△BOC面積＝2p＝2q⇒得證 p＝q。
        SHAPE  \* MERGEFORMAT 



	分數
	規準

	3
	證明出p＝q

	2
	可以分別以 p,q及面積性質表示出△BOC面積

	1
	利用比例關係式及 p,q分別表示出△AOD面積與△AOE面積

	0
	策略模糊不清；解題過程空白或與題目無關。(或直接猜測出答案)


7.如圖，梯形ABCD的兩條對角線與兩底所圍成的兩個三角形的面積分別為
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，試證明梯形ABCD的面積為
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 證明:設
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交於點
[image: image251.wmf]O

，
      由已知條件可得
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的面積為
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的面積為
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      因為梯形ABCD中, 
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，所以
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 得證。
	分數
	                       規準

	3
	完整證明出梯形ABCD的面積
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正確表示出
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面積與
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	1
	正確描述出一些邊長的比例或是推論出
[image: image274.wmf]OCD

D

與
[image: image275.wmf]OAB

D

相似。

	0
	策略模糊不清；解題過程空白或與題目無關。(或直接猜測出答案)
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