
◎何謂分數?
◎人們為什麼要發明分數?
學會分數對我們有那些幫助？

◎日常生活中，經常使用分數嗎?
何時會使用分數？

看到分數 EQ \f( 2 , 5 )，你會想到什麼？


◎將1個蔥油餅平分成8塊之後，
我們會說：

(要吃1塊蔥油餅。

(要吃 EQ \f( 1 , 8 )個蔥油餅。


◎為何會說要吃1塊蔥油餅？

何時才會說要吃 EQ \f( 1 , 8 )個蔥油餅？


◎吃了由1個蔥油餅分割出來的1塊蔥油餅，但是無法知道：
分割出來的「1塊」蔥油餅  

和 原來的那「1個」蔥油餅
的 大小或分割關係。

◎「1個」蔥油餅平分成8塊，其中的「1塊」要怎麼稱呼，才能讓大家知道：

(這1塊蔥油餅是由1個蔥油餅平分出來的。

(是平分成8塊中的1塊。

◎將1塊蔥油餅稱為 EQ \f( 1 , 8 )個蔥油餅，
是否可以知道：

(「 EQ \f( 1 , 8 )個」是由「1個」平分出來的。

(「 EQ \f( 1 , 8 )個」是「平分成8塊」之中的1塊。

◎分數教學是一個命名活動，給等分割出來的量一個新名字。



1個  ( 平分成3塊 ( 1塊(先有的名字)

( 

 EQ \f( 1 , 3 )個(新的名字)


◎不宜透過3塊中的1塊來命名，它比較像是比的關係。

 EQ \f( 1 , 3 )＝ EQ \f( 1(塊) , 3(塊) )  
全部是1個圓；1塊是 EQ \f( 1 , 3 )個圓

◎透過比來命名容易形成
 EQ \f( 1 , 2 )＋ EQ \f( 1 , 3 )＝ EQ \f( 2 , 5 )的迷失概念。

2份中的1份和3份中的1份
合起來是5份中的2份。


◎數學模型的擴充

整數加減 ( 同分母分數加減

( 異分母分數加減

比的加減 ( 同分母分數加減

( 異分母分數加減

2＋3  (   EQ \f( 2 , 7 )＋ EQ \f( 3 , 7 )
(   EQ \f( 2 , 7 )＋ EQ \f( 3 , 5 )

◎在日常生活中，我們會說：
(要吃「10粒」水餃。

(要吃「 EQ \f( 1 , 5 )袋」水餃。

為何會說要吃「10粒」水餃？

何時才會說要吃「 EQ \f( 1 , 5 )袋」水餃？


◎當想知道10粒水餃和1袋水餃的
部份與全體的關係時：

才會用 EQ \f( 1 , 5 )袋水餃來溝通

部份（10粒）和全體（50粒）的關係。

◎將1袋水餃(50個）平分成5份，
其中的1份水餃(10個）要怎麼稱呼，
才可以讓大家知道：

(這1份是由1袋水餃平分出來的。

(是平分成5份中的1份。

1袋水餃50個，是否為重要資訊？


1袋         (            5粒
(     (平分成5份)       (
1份( EQ \f( 1 , 5 )袋              1份(1粒
1袋水餃有5粒，平分成5份

( 1份是1粒，1份也是 EQ \f( 1 , 5 )袋

( 1粒＝ EQ \f( 1 , 5 )袋  ( 3粒＝ EQ \f( 3 , 5 )袋

1袋水餃有50粒，平分成5份

( 1份是10粒，也是 EQ \f( 1 , 5 )袋

 ( 20粒是2份 ，也是 EQ \f( 2 , 5 )袋
 ( 120粒是12份，也是 EQ \f( 12 , 5 )袋


分數  vs  有理數
◎何謂分數？  何謂有理數？

分數和有理數有那些異同處？

◎國小階段討論分數，
國、高中階段討論有理數，
如何幫助學童將分數概念提升至有理數？


◎ EQ \f( 1 , 5 )個  vs   EQ \f( 2 , 10 )個
這兩個分數是否相等？
哪裡相等？


相等分數 vs 等值分數
 EQ \f( 1 , 5 )個  vs   EQ \f( 2 , 10 )個
(它們是二個相等的分數。

(它們是二個等值(但是不相等)的分數。


相等分數 vs 等值分數
 EQ \f( 1 , 5 ) 和  EQ \f( 2 , 10 )是不同的分數：
因為它們的分割份數和合成份數都不相同。

 EQ \f( 1 , 5 ) 和  EQ \f( 2 , 10 )等值：
何謂等值分數?  什麼「值」相等?


◎ EQ \f( 1 , 5 )＝ EQ \f( 2 , 10 )，「＝」是等價關係：
 EQ \f( 1 , 5 )條繩子和 EQ \f( 2 , 10 )條繩子長度相等。

 EQ \f( 1 , 5 )個蛋糕和 EQ \f( 2 , 10 )個蛋糕重量或體積相等。

 EQ \f( 1 , 5 )袋水餃和 EQ \f( 2 , 10 )袋水餃個數或重量相等。


◎最簡分數

國小階段為什麼要引入最簡分數?
如何幫助學童學會最簡分數？

引入最簡分數的目的是什麼?

◎學過最簡分數後，
看到分數『 EQ \f( 3 , 5 )』會想到什麼？

◎如果看到分數『 EQ \f( 3 , 5 )』想到：
(1個蘋果平分成5份中的3份，稱為 EQ \f( 3 , 5 )個

(3個 EQ \f( 1 , 5 )合起來稱為 EQ \f( 3 , 5 )。

(3除以5的結果是 EQ \f( 3 , 5 )。

最簡分數的教學並沒有成功，因為並沒有擴
展分數的意義。


◎最簡分數 EQ \f( 3 , 5 )是一個集合

是等值分數 EQ \f( 3 , 5 )、 EQ \f( 6 , 10 )、 EQ \f( 9 , 15 )…的代表
教師不應該只幫助學童瞭解最簡分數的定義(分子與分母互質的分數)，教師應該幫助學

童瞭解引入最簡分數的目的。
國小階段引入最簡分數的目的是為了國、高

中有理數的概念舖路。
◎如何引入最簡分數

教法一：

一個分數的分子和分母互質，我們稱這個
分數為最簡分數


教法二：

列出所有比 EQ \f( 18 , 30 )小的等值分數

 EQ \f( 18 , 30 )、 EQ \f( 9 , 15 )、 EQ \f( 6 , 10 )、 EQ \f( 3 , 5 )
這些分數中， EQ \f( 3 , 5 )的分子和分母最小，

我們稱 EQ \f( 3 , 5 )為這些等值分數中的最簡分數

最簡分數的分子和分母會互質


分數  vs  有理數
[ EQ \f( 3 , 5 )]＝{ EQ \f( 3 , 5 )、 EQ \f( 6 , 10 )、 EQ \f( 9 , 15 )、….}
  [ EQ \f( 6 , 10 )]＝{ EQ \f( 3 , 5 )、 EQ \f( 6 , 10 )、 EQ \f( 9 , 15 )、….}

◎ EQ \f( 3 , 5 )(集合)是有理數； EQ \f( 3 , 5 )(特例)是分數
◎數學上將[ EQ \f( 3 , 5 )]＝[ EQ \f( 6 , 10 )]記成 EQ \f( 3 , 5 )＝ EQ \f( 6 , 10 )
國小將 EQ \f( 3 , 5 )和 EQ \f( 6 , 10 )等價(一樣長)記成 EQ \f( 3 , 5 )＝ EQ \f( 6 , 10 )

真分數  vs  假分數  vs  帶分數
◎記法  vs  集合

 EQ \f( 3 , 5 )、 EQ \f( 1 , 7 )、 EQ \f( 4 , 9 )都是真分數的記法

{ EQ \f( 3 , 5 )、 EQ \f( 1 , 7 )、 EQ \f( 4 , 9 )、….}集合的名字是真分數


◎如何引入真分數、假分數、帶分數的名字？


真分數  vs  假分數
將所有記成 EQ \f( q , p )的分數分成兩類

假分數  vs  帶分數

同一個量，有兩個不同的名字


◎為什麼 EQ \f( 8 , 8 )是假分數？

◎國小階段，分數問題最後的答案，一定要使用帶分數回答嗎？  (4 EQ \f( 2 , 3 ) vs  EQ \f( 14 , 3 ))

◎國中階段，含有無理數時，最後的答案一定要有理化嗎？  ( EQ \f( √2 , 2 ) vs  EQ \f( 1 , √2 ))

為什麼要有這些約定？

這些約定是暫時的或永久的？ 


◎7個蘋果，平分給4個人，全部分完，每個人分到幾個蘋果?

哪個答案出現的機會最大？

(1＋ EQ \f( 1 , 2 )＋ EQ \f( 1 , 4 )
(1＋ EQ \f( 3 , 4 )＝１ EQ \f( 3 , 4 )
( EQ \f( 7 , 4 )

◎提供具體物



◎提供具體物時，為了讓每個人分的塊數最少，可能出現1＋ EQ \f( 1 , 2 )＋ EQ \f( 1 , 4 )的答案。

也可能出現1＋ EQ \f( 3 , 4 )＝１ EQ \f( 3 , 4 )的答案。

較不可能出現 EQ \f( 7 , 4 )的答案。


◎整數除法(a÷b＝q….r)
7÷4＝1….3  
3÷4＝ EQ \f( 3 , 4 )
1＋ EQ \f( 3 , 4 )＝１ EQ \f( 3 , 4 )
可能出現1＋ EQ \f( 3 , 4 )＝１ EQ \f( 3 , 4 )的答案。


◎分數的意義
1÷4＝ EQ \f( 1 , 4 ) (一次拿1個來分)
 EQ \f( 1 , 4 )×7＝ EQ \f( 7 , 4 )
可能出現 EQ \f( 7 , 4 )的答案。

◎整數除法(餘數為0)

7＝ EQ \f( 28 , 4 ) (將7個蘋果分割為28片)，

28÷4＝7 (每人分到7片)
答： EQ \f( 7 , 4 )個蘋果

一盒蘋果有3個，4盒蘋果有多少個？

它是乘法問題或是比的問題？

3＋3＋3＋3＝12     1(盒)：3個

(            1(盒)：3個

3×4＝12          1(盒)：3個

只有一種單位       1(盒)：3個

(
4(盒)：12個  

(
3個/盒×4盒＝12個

分數問題是比的情境

分數的四則運算要類比整數的四則運算

分數與比的關係：


四年級：整數除以整數，商是分數

等分除問題：3個蘋果全部平分給5個人
包含除問題：
包含除問題都是部份與全體的情境
一盒蘋果有24個，6個相當於多少盒？

一條繩子長24公尺，6公尺相當於多少條？


五年級：比率(百分率、打折)

比率討論的都是部份與全體的情境
母與子的關係
子與子的關係


六年級：比與比值
比值討論的是兩量(基準量與比較量)的情境
基準量與比較量的關係

甲有5元，乙有8元，乙的錢是甲的1.6倍
