
Van Hiele 夫婦的幾何發展理論
他們將幾何思考的模式區分成五個發展的層次，每一個層次都有其發展的特徵，都有其次序性，學習者必須擁有前一個層次的概念與策略，才能有效地進行下一個層次的學習活動。



第零層次：視覺期
第一層次：分析期
第二層次：關係期或非形式演繹期
第三層次：形式演繹期
第四層次：嚴密性或公理性






第零層次：視覺期
◎透過視覺觀察具體實物，由實物的輪廓來辨識圖形。
◎可以學習圖形正式或非正式的名稱，但是不瞭解其定義。
※國小低年級



第一層次：分析期
◎可以掌握圖形的構成要素，並利用構成要素間的關係來分析圖形，可以開始尋找出某一個群體的共同性質(給圖形下定義)。 
◎知道菱形四邊相等，對角線互相垂直且平分，但無法理解兩者的推理過程。
※國小中年級



第二層次：關係期或非形式演繹期
◎能掌握各種圖形的構成要素，可以進一步探索圖形內在的屬性關係及各個圖形之間的包含關係。 
◎可以透過非正式地論證，把先前發現的性質作邏輯地聯結。
※國小高年級




第三層次：形式演繹期
◎能用演繹邏輯來證明定理，並且建立相關定理的網路結構。
◎國小學生應該無法達到此層次。




第四層次：嚴密性或公理性
◎可以在不同的公理系統中建立定理，並分析或比較這些系統的特性。
◎一般的人很難達到這個層次，即使以數學為專業者也不易達成。

◎根據Van Hiele夫婦研究顯示，上述五個層次有其次序性，學習者需擁有前一層次的各項概念與策略之後，才能有效地進行下一個層次的教學活動。

◎教材內容屬性的差異，會影響學習者落入不同的層次之中。 
例如：平面上兩直線平行或垂直的概念已經進入第一層次，但是空間中兩平面平行或垂直的概念，還停留在第零層次。



※國小低年級學生多數都在第零層次的視覺期。中年級學生大約可達到第一層次的分析期。
高年級學生大約在第一層次分析期到第二層次關係期的過渡時期。
國中學生大約在第二層次關係期到第三層次形式演繹期的過渡時期。


◎國小低、中年級教學重點是命名活動，幫助學生分辨不同類的三角形、四邊形及多邊形。
國小中、高年級教學重點是圖形間的關係，例如平行、垂直、相似、全等、對稱等關係。


◎國小一至三年級討論的對象都是特例，教師必須給定討論的圖形。
  國小四年級以後討論的對象才開始是集合。


◎國小階段，常透過下列三個觀點進行命名活動，而這三個觀點與Van Hiele 夫婦的幾何發展理論有關。
視覺性觀點(層次零)
功能性觀點(層次一)
關係性觀點(層次二)


視覺性觀點(層次零)：
◎眼見為真，看起來像什麼，就是什麼圖形。
透過視覺將物體形狀歸類，不考慮圖形的構成
要素。
將正方形與長方形視為兩類不同的圖形。






功能性觀點(層次一)：
◎透過圖形構成要素將幾何圖形分類，但是不理解這些幾何圖形所成的集合與集合間的包含
  及推理關係。
知道菱形的四邊等長，但是不知道菱形也是平
行四邊形，且無法理解兩者的推理過程。


關係性觀點(層次二)：
◎掌握圖形全體與部份的關係，能處理不同圖形間的包含關係。
例如：知道正方形一定是長方形，正方形一定是菱形，而長方形不一定是菱形的包含關係。






※下圖中有多少個三角形？



有4個三角形。
有6個三角形。
哪一個是合理的答案？               


視覺性觀點(層次零)：
◎透過視覺，而不是透過構成要素來判斷圖形的屬性。
認為耳朵看起來像三角形，它就是三角形，
認為耳朵看起來不像三角形，它就不是三角形。    
※4個三角形、有6個三角形都是合理的答案。




功能性觀點(層次一)：
◎透過構成要素來判斷圖形屬性。
耳朵不是三角形，因為它不滿足三角形的構成
要素(有一條邊不是直線段)。
※有4個三角形是合理的答案。



◎下圖中有多少個長方形？



有2個長方形。
有4個長方形。
哪一個是合理的答案？               




視覺性觀點(層次零)：
◎透過視覺，而不是透過構成要素來判斷圖形的屬性。
正方形看起來不像長方形。正方形和長方形是兩類不同的圖形。
有2個長方形是合理的答案。



功能性觀點(層次一)：
◎透過構成要素來判斷圖形屬性。
四個角都是直角的四邊形是長方形(長方形的
定義)，而正方形的四個角也都是直角，所以
正方形也是長方形的一種。
※有4個長方形是合理的答案。




關係性觀點(層次二)：
◎透過集合包含關係或邏輯推理解決問題：
因為正方形所成集合包含於長方形所成集合
中，因此所有的正方形一定也是長方形。
※有4個長方形是合理的答案。



◎右邊的圖形為何？

  正方形  長方形  四邊形  圖形       
何者是合理的答案？


◎學生知道正方形也是長方形，但是受到
「要回答限制條件最嚴格的答案」的影響，
因此判定圖中只有2個長方形。


三角形、四邊形、多邊形的命名
◎何謂命名活動？
◎何謂定義？
操作型定義(國中、小)
完美定義(well-defined)(數學上)
◎國小階段常使用操作型的定義，學生能
  利用直尺或圓規等工具來檢驗。


長方形
四個角都是直角的四邊形。          
四個角都相等的四邊形。
對角線互相平分且相等的四邊形    
有一個角是直角的平行四邊形。
※國中、小選擇當作長方形的定義
數學上選擇當作長方形的定義




性質 vs 關係
質數(性質)　vs　互質(關係)
銳角、鈍角(性質) vs 對角、對邊(關係)
對角、對邊(關係) vs 對應邊、對應角(關係)


對角、對邊的命名
D
P           A         
                         
Q              R   B                 C
角P的對邊是OR　   　AD的對邊是BC
PQ的對角是角R       角A的對角是角C
                       AD和BC為一雙對邊




定義  vs  定理
◎國小可以引入定義嗎?
  國小可以引入定理嗎?
要有那些能力才能引入定理？


平行四邊形：
兩雙對邊互相平行的四邊形。
一雙對邊平行且相等的四邊形。
兩雙對邊分別相等的四邊形。
兩雙對角分別相等的四邊形。
對角線互相平分的四邊形。 
※它們都是等價的關係。
選擇其中一個當作定義，其它的就是定理。





三角形(宇集合)
直角三角形，銳角三角形、鈍角三角形
正三角形
等腰三角形、等腰直角三角形



銳角 vs 鈍角 vs 直角
◎－30度、0度，是銳角嗎？
190度，500度是鈍角嗎？




數學上為何要引入銳角與鈍角的名詞？
什麼時候會用到銳角與鈍角的名詞？



凸多邊形　vs  凹多邊形
◎凸多邊形與凹多邊形有何異同？
內角都小於180度的多邊形稱為凸多邊形。 
多邊形內部任兩點連線都在內部的多邊形稱為凸多邊形。 





※直角、銳角、鈍角是將多邊形的內角分類
◎國小階段討論的多邊形是否包含凹多邊形？
◎250度是鈍角嗎？
　500度是鈍角嗎？

　



直角三角形 vs 銳角三角形 vs 鈍角三角形
◎如何定義直角、銳角或鈍角三角形較恰當？



第一種定義：
◎直角三角形：有一個角是直角的三角形。
鈍角三角形：有一個角是鈍角的三角形。
銳角三角形：三個角都是銳角的三角形。


第二種定義：
◎直角三角形：有一個角是直角、其它二個角是銳角的三角形。
鈍角三角形：有一個角是鈍角、其它二個角是銳角的三角形。
銳角三角形：三個角都是銳角的三角形。


第三種定義：
◎直角三角形：最大角是直角的三角形。
鈍角三角形：最大角是鈍角的三角形。
銳角三角形：最大角是銳角的三角形。



正三角形
◎如何定義正三角形比較恰當？
三個邊都相等的三角形。
三個角都相等的三角形。
三個邊都相等且三個角都相等的三角形。


正多邊形 
◎如何定義正n邊形(n≧3)較恰當？
「正」指的是「等邊且等角」。


◎等邊n邊形一定是等角n邊形嗎？
等角n邊形一定是等邊n邊形嗎？



等邊三角形  等角三角形
◎等邊三角形一定是等角三角形。
等角三角形一定是等邊三角形。 



等邊四邊形  等角四邊形。
◎等邊四邊形(菱形)不一定是等角四邊形(長方形) 
等角四邊形(長方形)不一定是等邊四邊形(菱形)





等邊n邊形  等角n邊形(n＞4)
◎等邊n邊形不一定是等角n邊形 
等角n邊形不一定是等邊n邊形
 






等腰三角形 
◎如何定義等腰三角形比較恰當？
正三角形也是等腰三角形嗎？
梯形
◎如何定義梯形較恰當？
平行四邊形也是梯形嗎？



梯形：(有)一雙對邊平行的四邊形            
至少有一雙對邊平行的四邊形。
  平行四邊形也是梯形
至多有一雙對邊平行的四邊形。
  平行四邊形之外的四邊形都是梯形
恰有一雙對邊平行的四邊形。 
  平行四邊形不是梯形


等腰三角形：
至多有兩個邊相等的三角形。
恰有兩個邊相等的三角形。
至少有兩個邊相等的三角形。

至多有兩個角相等的三角形。
恰有兩個角相等的三角形。
至少有兩個角相等的三角形。


◎國小階段都是透過邊來定義等腰三角形，
　因為最貼切等腰三角形的名稱。
有兩個邊等長或三邊都等長的三角形稱為等腰三角形。
◎正三角形也是等腰三角




4-s-01：能運用「角」與「邊」等構成要素，
辨認簡單平面圖形。(定義)
4-s-02：能透過操作，認識基本三角形與四邊形的簡單性質。(定理)



等腰直角三角形：
等腰　　直角　(操作扣條)
直角　　等腰　(繪圖)


四邊形(宇集合)
長方形、菱形、正方形
平行四邊形、梯形、等腰梯形
箏形(97課綱國中才引入)




正方形(正四邊形)
◎國小如何定義正方形較恰當？
四個邊都相等且四個角都相等的四邊形。
四個邊都相等且四個角都是直角的四邊形。
對角線互相垂直、平分且相等的四邊形。   






長方形(矩形)(等角四邊形)
◎國小如何定義長方形較恰當？
四個角都是直角的四邊形。          
四個角都相等的四邊形。
對角線互相平分且相等的四邊形    
有一個角是直角的平行四邊形。




菱形(等邊四邊形)
◎國小如何定義菱形較恰當？
四個邊都相等的四邊形。
對角線互相垂直且平分的四邊形
相鄰兩邊相等的平行四邊形。   




平行四邊形
◎國小如何定義平行四邊形較恰當？
兩雙對邊互相平行的四邊形。
一雙對邊平行且相等的四邊形。
兩雙對邊分別相等的四邊形。
兩雙對角分別相等的四邊形。
對角線互相平分的四邊形。 




◎為什麼多數國小學童認為
長方形是平行四邊形。
菱形不是平行四邊形。





梯形
◎國小如何定義梯形較恰當？
一雙對邊平行的四邊形。
恰有一雙對邊平行的四邊形。
一雙對邊平行、另一雙對邊不平行的四邊形




箏形(鴛形)(鳶形)
◎如何定義箏形較恰當？
菱形也是箏形嗎？
對角線互相垂直，但是恰平分其中一條對角線。
恰有一條對角線，其兩側的對應邊都一樣長的
四邊形(同側的兩邊不等長)。
透過對稱圖形來定義。



四邊形的分類：
分類的結果必須滿足：
交集必須是空集合(∮)。
聯集必須是宇集合。
◎每一個物件必須恰屬於一類。




透過邊分類：菱形、正方形、等腰梯形
透過角分類：長方形、正方形
透過幾雙對邊平行分類：平行四邊形、梯形
等腰梯形






文氏圖形
◎國小階段可以引入文氏圖形嗎?
請畫出：
集合A和集合C的交集是集合B。
集合A包含於集合B。


B
A   B   C        A         A   B   C



※請用文氏圖形，畫出下面圖形間的包含關係：
A：正三角形　　　　B：直角三角形　
C：銳角三角形　　　D：鈍角三角形
   E：等腰三角形      F：等腰直角三角形
   G：三角形：　




B             C
F     A     E      G
                                      
D

A：正三角形 B：直角三角形　C：銳角三角形  G：三角形　
D：鈍角三角形  E：等腰三角形  F：等腰直角三角形       



※請用文氏圖形，畫出下面圖形間的包含關係：
 A：正方形       B：長方形     C：菱形　   　　D：平行四邊形   E：梯形       F：等腰梯形
 G：箏形         H：四邊形
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特例  vs  集合
五邊形的內角和是多少度？
右圖中五邊形內角和是多少度？
◎上題是特例，下題是集合。




它們都是梯形











※下列何者為三角形？





圓
◎圓心在圓上面嗎？
直徑(半徑)在圓上面嗎？


◎西方人區分(東方人並不區分)圓和圓盤。
｛p|op＝r，r＞0}
  英文稱為circle(圓)。
｛p|op≦r，r＞0}
  英文稱為disk(圓盤)。




※三角形 vs 三角形內部 vs三角形外部
  三角形 vs 三角形區域

◎三角形和三角形內部的聯集稱為三角形區域
  　外部　　　　　　　　　　　　　　　　
  　　　　內部　　　　三角形



全等 vs 對稱 vs 相似

4-s-03：能認識平面圖形全等的意義。
5-s-04：能認識線對稱與簡單平面圖形的線對稱性質。
6-s-02：能認識平面圖形放大、縮小對長度、
角度與面積的影響，並認識比例尺。


◎一張紙的邊長AB是100公分，如果將其影印縮小為80%後，再放大為120%，則AB較原來的長度增(減)　多少公分？
◎本題的答案為何？




◎一張紙的邊長AB是100公分，如果將其影印縮小為80%後，再放大為120%，
則AB較原來的長度增(減)多少公分？
為何多數人都回答命題者想要的錯誤答案？








※△ABC，∠A＝35°，∠B＝20°，將該三角形放大2倍後∠C＝？
  本題的評量重點為何？





◎△ABC，∠A＝35°，∠B＝20°，
  將該三角形放大2倍後∠C＝？








全等圖形
◎圖形甲經過平移、旋轉或鏡射(翻轉)之後，
會和圖形乙處處密合，則圖形甲和圖形乙稱之
為全等圖形。
平移：    
旋轉：    
鏡射(翻轉)：



對應邊 vs 對應點 vs 對應角
A                     D

B             C      E              F





※全等和相似都是兩個圖形間的關係，
對稱也是兩個圖形間的關係嗎？



※教材安排順序有二種基本模式：

學科邏輯：由最基礎的概念開始學習。 　
認知發展：由最具體常見的事物開始引入。


※哪種教學順序適用於國小？
哪種教學順序適用於高中？

細胞  根、莖、葉  玫瑰花
玫瑰花  根、莖、葉  細胞



※國小階段線對稱圖形的教學重點為何？
判斷甲、乙兩圖形是否對稱於直線L
判斷丙圖形是否為線對稱圖形
兩者都是
    L             

甲       乙            丙



※A、B是對應點 vs  P、Q是對應點
  何者是國小教學的重點？
    L                  L
A           B        P       Q
甲       乙




線對稱圖形(一)                 L
◎已知：點A，對稱軸L。       A       B
  請畫出A點對L的對稱點B



線對稱圖形(二)                   L
◎已知：圖形甲，對稱軸L。              
  請畫出圖形甲對Ｌ的對稱圖形乙



線對稱圖形(三)                   L
◎已知：圖形甲，對稱軸L。              
  請畫出圖形甲對Ｌ的對稱圖形乙
甲    乙



線對稱圖形(四)                   L
◎已知：圖形甲，對稱軸L。              
  請畫出圖形甲對Ｌ的對稱圖形乙
甲＝乙
◎圖形甲對直線L(對稱軸)的對稱圖形是圖形甲本身，數學上定義圖形甲是線對稱圖形，或說圖形甲對稱於直線Ｌ。



線對稱圖形
◎國小階段線對稱圖形教學重點：
判斷甲圖形是否為線對稱圖形。
對稱圖形對應點、對應邊及對應角等關係。
※畫出甲圖形對L的對稱圖形不是教學重點。




※判斷等腰三角形是否為線對稱圖形，
下列哪種布題方式比較恰當？




　　　　　　　




※給定一條對稱軸及對稱軸某一邊的圖形，要求畫出另一邊圖形
◎本題的評量重點為何？
  　　　　　　　　　　　　L
                          




將左邊的圖形視為圖形甲，要求學生畫出圖形甲對L的對稱圖形乙
將全部的圖形視為一個線對稱圖形，左邊的圖形只是對稱圖形的一部份，要求學生畫出完整的線對稱圖形。


※已知一個線對稱圖形的部份圖形，要求畫出完整的線對稱圖形            
◎如何幫助學童畫出完整的線對稱圖形？

                                     A
B
C


D
E





策略甲：直接宣告
先說明如何畫一個點對L的對應點
分別畫出A、C、E對L的對應點B、D、F
依序連接P、B、D、F、Q，所得到的封閉圖形就是待答的線對稱圖形。

                                    P
A        B
C    D


E            F
Q
                                    
                                     L







策略乙：
先透過折疊圖形，幫助學生察覺對稱軸是對應
點連線垂直平分線的關係
分別畫出A、C、E對L的對應點B、D、F
依序連接P、B、D、F、Q，所得到的封閉圖形就是待答的線對稱圖形。

                                    P
A        B
C    D


E            F
Q
                                    
                                     



◎國小階段可以布曲線情境的問題嗎？




相似圖形(放大圖與縮小圖)
相似圖形對應角相等，對應邊成比例
國小階段不討論曲線圖形放大或縮小的關係

放大n倍後放大圖與縮小圖面積的關係
原正方形：邊長3公分
放大2倍後：邊長3×2公分
面積比：＝＝2×2 
　放大2倍後面積變成2×2倍
原長方形：長5公分，寬4公分
放大2倍後：長5×2公分，寬4×2公分
面積比：＝＝2×2
　放大2倍後面積變成2×2倍


比例尺
原圖形是1公里時，縮小圖是1公分：
同單位的比：：1 或(1：100000)
同單位的比值：
異單位的比：　           (1公分：1公里)


提供學生畫縮小圖(放大圖)的經驗
教室位置圖(縮小圖)
籃球場(縮小圖)
給定圖形(放大或縮小圖)
地圖(放大或縮小圖)



水平線 vs 平行線
◎水平線是一條自然存在的直線
平行線是兩條直線的關係。
鉛垂線 vs 垂直線

◎鉛垂線是一條自然存在的直線
   垂直線是兩條直線的關係。



平面上兩相異直線的關係(分割)
交點個數：0個，1個 
是否平行：平行，不平行
國小教學重點是：平行線、垂直線



直角 vs 垂直 vs 90度 

這三個概念的教學順序為何？

垂直的定義：
兩直線相交，且交角中有一個角為直角，稱這兩條直線互相垂直。
◎　　甲、乙兩條直線互相垂直
　甲線垂直於乙線(乙線垂直於甲線)
　畫出過P點且垂直於甲線的乙線







下列三種情境都滿足兩直線互相垂直的關係


首次引入哪種情境較恰當？



※下列兩線是否互相垂直？
　






平行線的定義
永不相交的兩直線。
距離處處相等的兩直線。
內錯角（同位角）相等的兩直線。
同時垂直於另一條直線的兩直線。       
透過旋轉，可以轉換成水平線的兩條直線。


平行線的定義
國小：同時垂直於另一條直線的兩直線。   
國中：同位角(內錯角)相等的兩直線(定理)。
                                 L

　　　　　　　　　　　　　　　　　
                                      　       3  　　L1

                                   　       4  2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　  1          L2








平行線
高中：斜率m＝，斜率m＝tanθ。


◎特例(國中、小)　　集合(高中)



垂直線
高中：討論兩直線的夾角
　　　m1×m2＝1，兩線互相垂直。
◎特例(國中、小)　　集合(高中)





檢驗或畫垂直線
◎用三角板畫出下列三種垂直線








檢驗或畫平行線
L
M
向上移




圓
◎在平面上選定一定點o，在平面上與定點o的距離是ｒ(ｒ＞0）的所有點所成的集合稱為圓。
定點o稱為圓心，ｒ稱為半徑。

直徑(半徑) 　vs　直徑長(半徑長) 
◎直徑與半徑，指的是幾何圖形
直徑長與半徑長，指的是測量的結果
日常生活中常將直(半)徑長簡稱為直(半)徑

◎如何判斷下面的圖形是一個圓？
◎如何找一個圓的圓心？
  如何找一個圓的直徑？



如何找出圓的直徑或圓心
一次對摺找出直徑，兩次對摺找出圓心。
最長弦是直徑，再找出圓心。
三角板找出直徑，再找出圓心 
利用「角卡」量出直徑。

[image: ]


弧 vs 弦 vs弓形 vs扇形
◎請指出圓弧、弦、弓形、扇形





扇形
◎如何判斷右圖是否為扇形？
  
◎半圓是否為扇形？




圓周率
◎人們為什麼會發明圓周率？                
  人們如何求出圓周率？
◎是否存在橢圓周率？

圓周率
◎所有的圓彼此都相似，所有圓的圓周長和直徑
長的比也會相等，數學上稱圓周長比直徑長的
比值為圓周率，並將圓周率簡記成π 

圓周率
◎為什麼圓周率是無理數？ 
國小階段，如何引入圓周率？


先察覺「圓周長：直徑長」的比值接近3.14
再提供圓周率有關的故事



[image: ]



圓規的功能
◎圓規只能夠畫出一個圓，無法畫出圓區域，
但是畫出的圓可以決定一個圓區域。
◎圓規也無法直接畫出一條直線段，圓規只能畫出到圓心的距離等於半徑的一個點。


圓規的功能
在圓規針尖和筆尖中綁一條橡皮筋，幫助學生連絡兩點距離和線段顛的關係
提供在直線段上畫給定長度線段的經驗





三角形內角和
◎三角形有直角、銳角及鈍角三角形三類
提供三類三角形，分別算出其內角和
提供三類三角形，分別剪下三個角排成平角


n邊形內角和
3角形　　180×3－360   180×(3－2)
4邊形　　180×4－360   180×(4－2)
5邊形　　180×5－360   180×(5－2)
6邊形　　180×6－360   180×(6－2)




三角形三邊的性質
三角形任兩邊和大於第三邊 
三角形較短兩邊和大於最長邊
它們是否等價？
　數學定義：well－defind



假設三角形三邊的長度是a、b、c，a≧b≧c
b＋c＞a成立  a＋b＞c、a＋c＞b、b＋c＞a 
b＋c＞a、a＋b＞c、a＋c＞b  b＋c＞a





A、B兩點的距離
宣告：連接A、B兩點的線段
比較活動：連接兩點最短路徑的長度為這兩點的距離                                        





※三角形任兩邊和大於第三邊
A

B                C



※判斷3條邊是否能圍成三角形


三角形任兩邊和大於第三邊 
三角形較短兩邊和大於最長邊


※判斷4條邊是否能圍成四邊形
四邊形任三邊和大於第四邊 
四邊形較短三邊和大於最長邊




image1.png




image2.png




image3.png
© £A0B=53E 8%

A1

P B

A

Z0oPB=2634%





image4.png
b IRBAK B A 6 ok

(O} Pi RABZHIMES

lﬁ&;@

O% HRHRERHZEZN]/8
OB A FALZE3IX1/8 °






 


Van Hiele 


夫婦的幾何發展理論


 


他們將幾何思考的模式區分成五個發展的層次，


每一個層次都有其發展的特徵，都有其次序性，


學習者必須擁有前一個層次的概念與策略，才能


有效地進行下一個層次的學習活動。


 


 


 


 


第零層次：視覺期


 


第一層次：分析期


 


第二層次：關係期或非形式演繹期


 


第三層次：形式演繹期


 


第四層次：嚴密性或公理性
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