
  
   1、2、3、…………………     
 5和3合起來是8
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1個7、2個7、3個7、……….
 5個「7」和3個「7」合起來是8個「7」
 5個「7」合起來是35(7×5)  九九乘法

  1個10、2個10、3個10、……
 5個「10」和3個「10」合起來是8個「10」
 5個「10」合起來是50(10×5)  十的乘法





1個0.1、2個0.1、3個0.1、……….
 5個0.1合起來是0.5(0.1×5)
 5個3.7合起來是18.5(3.7×5)

1個、2個、3個、……….
 5個合起來是(×5)
 5個合起來是(×5)






個1是(1×)
個5是(5×)
個5是(5×)
個是(×)







單位量是分數：個蘋果，張色紙，條繩子
單位數是分數：1人份是8個饅頭，5個饅頭相當於人份。
走一步是8公尺，走5公尺相當於走步。

 


整數×整數  
分數×整數(小數×整數)
整數×分數(整數×小數)
分數×分數(小數×小數)



  
一盒蘋果有3個，4盒蘋果有多少個？　

◎加法和減法都是解決同單位合成與分解的問題。
  乘法是解決兩個單位間的單位量轉換問題。

單位量3，單位數4  4個3合起來是多少個1？

· 乘法問題可以利用加法來解題，也可以利用比來解題。
 

加法解題          
3＋3＋3＋3＝12       
             
3(個)×4＝12(個)  

    3×4＝12

     
                         
        用比解題
   1(盒)： 3個
   1(盒)： 3個
    1(盒)： 3個
1(盒)： 3個
         
4(盒)：12個  
 3個/盒 × 4盒 ＝ 12個
 3個/盒 × 4盒/全部＝12個/全部




3＋3＋3＋3＝12  3×4＝12
     3×3×3×3＝81  34＝81

34×32＝(3×3×3×3)×(3×3)＝34＋2＝36







九九乘法表

◎為什麼要背九九乘法表？

◎有哪些能力才可以開始背九九乘法表？

◎如何幫助學生背九九乘法表？
 
◎多久時間背會九九乘法表？


◎九九乘法表都是乘法算式，必須先掌握乘法算式的意義，
才能開始記憶九九乘法表。

◎教學順序：2、5；4、8；3、6；9、7；1、0；10
教學順序：2、5、10；4；3、6、9、7、8




· 一種記憶九九乘法表的方法：

  3＋3＝6       3×2＝6  
    6＋3＝9       3×3＝9
    9＋3＝12      3×4＝12       3×7＝21
12＋3＝15    3×5＝15     3×8＝24       3×9＝27
15＋3＝18      3×6＝18       3×9＝27
18＋3＝21      3×7＝21                       
21＋3＝24      3×8＝24     記憶3×7＝21    記憶3×9＝27
24＋3＝27      3×9＝27    
             
加法解題       加法解題    
                        乘法記錄






   
一盒蘋果有12個，7盒蘋果有多少個？　

◎加法策略(不涉及乘法對加法的分配律)
◎以「一」為單位策略(涉及乘法對加法的分配律)
◎「一」、「十」多單位策略(涉及乘法對加法的分配律)

◎有兩種描述或記錄四位數字3456的方法

多單位的記法
3456是由3個千、4個百、5個十、6個一合起來的
  3456＝1000×3＋100×4＋10×5＋1×6 (十進位表示法)


一單位的記法
3456是由3000、400、50、6合起來的
  3456＝3000＋400＋50＋6 (四位數的展開式)



加法策略(不涉及乘法對加法的分配律)：
   
12＋12＋12＋12＋12＋12＋12＝84
加法策略解題時：
「7×3和12×3」；「4×9和4×12」的難度差異不大。








以「一」為單位策略(涉及乘法對加法的分配律)：
   12×7＝(10＋2)×7＝10×7＋2×7       
 1 2    10＋2
   ×   7
             1 4     2×7 
          ＋ 7 0    10×7
             8 4   不易記成一行(心算14＋70)

「一」、「十」多單位策略(涉及乘法對加法的分配律)：
      
      1 2          1 2
×   7      ×   7
 1 4          8 4  「1」和「7」都是「十」單位
＋ 7                   只要心算出「1＋7」，
8 4                 就可以省略記成一行。



一盒蘋果有47個，6盒蘋果有多少個？　


      4 7         4 7
×     6    ×    6
 4 2       2 8 2 「4」和「24」都是「十」單位，
＋2 4                 只要心算出「4＋24」，
2 8 2               就可以省略記成一行。 

  



一盒蘋果有847個，6盒蘋果有多少個？　


以「一」為單位策略：
  847×6＝(800＋40＋7)×6             8 4 7
       ＝800×6＋40×6＋7×6         ×     6
       ＝4800＋240＋42                4 2
       ＝5082                       2 4 0
                                ＋4 8 0 0
                                  5 0 8 2
以「一」為單位策略無法記成一行
(必須心算出42＋240＋4800)












「一」、「十」、「百」多單位策略

8 4 7            8 4 7
×     6       ×      6
  4 2          5 0 8 2   「4」和「24」都是「十」單位，
2 4                        「2」和「48」都是「百」單位，
＋4 8                          只要心算出「4＋42」，「2＋48」，    
5 0 8 2                      就可以省略記成一行。





一盒蘋果有7個，36盒蘋果有多少個？　


乘數以「一」為單位策略：
   7×36＝7×(30＋6)             7
＝7×30＋7×6         × 3 6     30＋6
       ＝210＋42             4 2     7×6
＝252             ＋2 1 0     7×30
         2 5 2


利用乘法交換律解題：
   7×36＝36×7










又十倍及又一倍加法策略

7×10＝70
7×20＝140 (70＋70)
7×30＝210 (140＋70)
7×36＝252 (7×6＝42，210＋42＝252)








一盒蘋果有30個，8盒蘋果有多少個？　
一盒蘋果有270個，8盒蘋果有多少個？　


幫助學生察覺：
 
幾十乘以一位數字(30×8)的積
         (一樣大)
幾乘以一位數字(3×8＝24)的積後面加一個0(240)

幾百幾十乘以一位數字(270×8)的積，
 (一樣大)
幾十幾乘以一位數字(27×8＝216)的積後面加一個0(2160) 
  








一盒蘋果有8個，40盒蘋果有多少個？　
一盒蘋果有27個，30盒蘋果有多少個？　


又十倍加法策略：

8×10＝80             27×10＝270
8×20＝160(80＋80)    27×20＝540(270＋270) 
8×30＝240(160＋80)   27×30＝810(540＋270) 
8×40＝320(240＋80) 


幫助學生察覺：

幾(8)乘以幾十(40)的積，
 (一樣大)
幾(8)乘以幾(4)的積(8×4＝32)後面加一個0(320)


幾十幾(27)乘以幾十(30)的積，
 (一樣大)
幾十幾(27)乘以幾(3)的積(27×3＝81)後面加一個0(810)  











一盒蘋果有36個，47盒蘋果有多少個？　

被乘數及乘數都以「一」為單位策略

36×47＝(30＋6)×47                    3 6     30＋6
＝30×47＋6×47              ×    4 7     40＋7                 
＝30×(40＋7)＋6×(40＋7)         4 2      6×7
＝30×40＋30×7＋6×40＋6×7      2 1 0     30×7         
＝1200＋210＋240＋42          2 4 0      6×40            
＝1692                          ＋1 2 0 0     30×40
                          1 6 9 2

該策略無法(不易)省略成兩行來記錄解題過程。
(必須心算出42＋210，以及240＋1200)


· 國小學生無法理解：
36×47＝(30＋6)×(40＋7)
＝30×40＋30×7＋6×40＋6×7
  (a＋b)×(c＋d)＝a×c＋a×d＋b×c＋b×d












被乘數以「一」、「十」多單位，乘數以「一」為單位策略：

             3 6     3個「十」6個「一」
        ×    4 7     40＋7
             4 2     6個「一」的7倍
           2 4 0     6個「一」的40倍
           2 1       3個「十」的7倍
      ＋ 1 2 0       3個「十」的40倍
         1 6 9 2









被乘數及乘數都以「一」、「十」多單位策略(乘法直式算則)
學生不易理解該策略
            3 6     3個「十」6個「一」
    ×    4 7     4個「十」7個「一」
         4 2     6個「一」的7倍
       2 4       6個「一」的4個「十」倍
       2 1       3個「十」的7倍
  ＋ 1 2         3個「十」的4個「十」倍
     1 6 9 2









   3 6     3個「十」6個「一」              
×    4 7   　40＋7        
       2 5 2     36的7倍是252             
   ＋1 4 4 0     36的40倍是1440    
     1 6 9 2     36的47倍是1692    
因為144的10倍是1440，
「1440」的「0」記在個位，可以省略不寫出來。

  3 6     3個「十」6個「一」              
×    4 7   　40＋7        
       2 5 2     36的7倍是252             
   ＋1 4 4       36的4倍是144(36×40＝1440)  
     1 6 9 2       36×40＝1440，36×4＝144，
省略1440的「0」
  



已知37×40＝1480，      3×9＝27
37×42＝( )             3×12＝( )
37×39＝( )。
  
檢查學生是否掌握乘法算式的意義。 












何時學生才能掌握「n位數×一位數的乘法」
二位數×一位數  
 三位數×一位數  
 四位數×一位數        

何時學生才能掌握「n位數×n位數的乘法」
兩位數×二位數  
 三位數×二位數  
 二位數×三位數  
 三位數×三位數  



   4 5 7     4個「百」5個「十」7個「一」              
×    3 8   　30＋8        
       3 6 5 6     457的8倍是3656             
   ＋1 3 7 1 0     457的30倍是13710    
     1 7 3 6 6         

因為1731的10倍是17310，「17310」的「0」記在個位，
可以省略不寫出來。

4 5 7     4個「百」5個「十」7個「一」               
×    3 8   　30＋8        
       3 6 5 6     457的8倍是3656             
   ＋1 3 7 1       457的3倍是1371    
     1 7 3 6 6       457×30＝13710，457×3＝1371，
省略13710的「0」         






5 6     5個「十」6個「一」              
×  2 3 8   　200＋30＋8        
        4 4 8     56的8倍是448             
      1 6 8 0     56的30倍是1680
＋1 1 2 0 0     56的200倍是11200    
    1 3 3 2 8         
 
    5 6     5個「十」6個「一」             
×  2 3 8   　200＋30＋8        
       4 4 8     56的8倍是448             
     1 6 8       56的3倍是168(省略1680的「0」)
＋1 1 2         56的200倍是112    
   1 3 3 2 8   56×200＝11200，56×2＝112，省略11200的「00」      
 



  31400×56000＝( )

乘法直式算則解題
察覺「被乘數、乘數」及「積數」「0」個數的關係。
乘法交換律及乘法結合律。

31400×56000＝(314×100)×(56×1000)
＝(314×56)×(100×1000)







※整數乘除情境及互逆關係教材架構表

升旗典禮全班排成3排，每一排有5個人，全班共多少人？
袋鼠一步跳3公尺，5步跳多少公尺？
考場一次放3個人進入，5次放多少人進入？
3件不同上衣，5條不同長褲，合起來有幾種搭配的方式？

透過問題情境，將乘法問題區分為「矩陣型」、「數線型」、
「連加型」、「叉積型」….等，
用一個數學模型，來解決上述問題情境
上面的問題，都可以用連加的方式來解題嗎？ 











國小低年級階段，如何引入「整數×整數」的算式？
  
3＋3＋3＋3＋3＝15  3加5次的和是15  3×5＝15
  3＋3＋3＋3＋3＝15  5個3合起來是15  5×3＝15
  3＋3＋3＋3＋3＝15  5個3合起來是15  3×5＝15
  3＋3＋3＋3＋3＝15  5個3合起來是15 
 3的5倍是15  3×5＝15

 是否接受3加次





有哪些描述下面圓圈個數的方式：
   ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

單位量  單位數
1       12        1×12＝12
  2        6         2×6＝12
3        4         3×4＝12
12        1        12×1＝12
      48      ×48＝12
48            48×＝12

4個3合起來是12    3的4倍是12   3×4＝12
48個合起來是12  的48倍是12  ×48＝12
個48合起來是12  48的倍是12  48×＝12














♤ ♤ ♤    ♤ ♤ ♤    ♤ ♤ ♤    ♤ ♤ ♤
有哪些描述上面情境的方式？
單位量：3個　　單位數：4堆　　總量：12個 
乘法問題：
1堆桃子有3個，4堆桃子有12個(3×4＝12)。
包含除問題：
12個桃子，每3個分成一堆，全部可以分成4堆(12÷3＝4)。
等分除問題：
12個桃子全部平分成4堆，一堆有3個桃子(12÷4＝3)。




一堆桃子有3個，幾堆桃子合起來有12個？ 
    (相同的情境)
12個桃子，每3個桃子分成一堆，全部可以分成幾堆？
3×( )＝12　 12÷3＝( ) 


12個桃子，每堆裝幾個桃子後，剛好裝成4堆？ 
 (相同的情境)
12個桃子，全部平分成4堆，一堆有多少個桃子？ 
12÷( )＝4　 12÷4＝( ) 




有一些桃子，平分成4堆後，每堆桃子有3個？ 
 (相同的情境)
一堆桃子有3個，4堆桃子有多少個？ 
( )÷4＝3　 3×4＝( ) 


一些桃子，每堆裝3個桃子後，可以裝成4堆？
 (相同的情境)
一堆桃子有3個，4堆桃子有多少個？
( )÷3＝4　 3×4＝( ) 



乘法交換律：a×b＝b×a(每一個乘法問題都有兩種算法)

矩陣模型最容易解讀乘法交換律的意義

                                ★★★
  3＋3＋3＋3＝12  3×4＝12     ★★★
4＋4＋4＝12  4×3＝12     ★★★
★★★









 
 一隻青蛙有4條腿，3隻青蛙有幾條腿？
　　一張桌子坐4個人，3張桌子坐幾個人？
　　一枝鉛筆賣4元，3枝鉛筆賣多少元？

4＋4＋4＝12  4×3＝12
3＋3＋3＋3＝12  3×4＝12
請解讀這兩種算法的意義














東、西方記法的差異：

  一盤蘋果有3個，4盤有多少個？

  ◎◎◎   ◎◎◎   ◎◎◎   ◎◎◎


3＋3＋3＋3＝12  3×4＝12 (東方記法)
 4×3＝12 (西方記法)






· 分數乘法教材架構

1桶果汁2公升，3桶果汁有多少公升？
1桶果汁公升，3桶果汁有多少公升？

當是可以被計數單位時，就能類比整數乘法來解題。
透過「用有分數的算式把問題和答案都記下來」的問話，
引入「×3＝」。




1桶果汁公升，3桶果汁有多少公升？
以「張」為單位         以「1張」為單位：
 2×3＝6                 ×3＝
答：公升               答：公升       

  



1桶果汁3公升，5桶果汁有多少公升？

帶分數的乘法問題和兩位數的整數倍問題(37×5)解法相同。




用橫式記錄                 用直式記錄                
3×5＝15                       3                  
×5＝＝1            ×    5                  
15＋1＝16               15                     
答16公升              　 ＋    1                     
                              16                 
                        答：16公升              


用橫式記錄               多單位解題策略
3×5＝15                     
×5＝＝1           3   2
15＋1＝16          ×      5
答：16公升             15    
                        ＋     10
                           16   3  
答：16公升



1桶果汁20公升，桶果汁有多少公升？

20÷4＝4，4×3＝12 
 桶果汁有12公升。
教學重點是引入乘數是分數的乘法算式「20×＝12」

1桶果汁20公升，2桶果汁有多少公升？(20×2)
1桶果汁20公升，2桶果汁有多少公升？(20×2)
1桶果汁20公升，桶果汁有多少公升？(20×)





1桶果汁4公升，桶果汁有多少公升？

4÷5＝，×3＝  桶果汁有公升
                 
未學過      舊經驗








5公升果汁，全部平分裝成3瓶，每瓶裝幾公升？ 



整數除法(餘數是0)           單位分數(每次拿1公升來分)
5公升＝公升(15個)       1公升果汁平分成3份 
15÷3＝5(5個公升)           其中的1份是公升
5個公升是公升             5公升是5個1公升 
答：每瓶裝公升              ×5＝(公升)
                                 答：每瓶裝公升              




  「7÷5」和「7×」「7×」

「7÷5」和「7×」的意義不同，
7÷5只將7平分成5份，
7×除了將7平分成5份，還拿出其中的1份
(它們的1份都相同)。








1桶果汁公升，桶果汁有多少公升？

÷5＝＝，×3＝桶果汁有公升
                          
未學過            舊經驗



公升果汁，全部平分裝成3瓶，每瓶裝幾公升？  


整數除法(餘數是0)；        單位分數再分割
公升＝＝公升    公升果汁平分成3份 
15÷3＝5(5個公升)      其中的1份
5個公升是公升       公升是5個公升 
答：每瓶裝公升        ×5＝(公升)
      答：每瓶裝公升








一瓶水有公升，瓶水有多少公升？

×＝＝
     
分母×分母(5×7)             分子×分子(3×4)
將1公升水平分成35份     算有幾個公升的水
將1瓶水平分成35份       算有幾個瓶的水




1桶果汁2公升，4桶果汁有多少公升？

利用分配律解題                 轉換成假分數解題
2×4                       2×4
＝(2＋)×(4)            ＝×
＝2×(4)＋×(4)         ＝
＝2×4＋2×＋×4＋×




※小數乘法教材架構


1桶果汁28公升，3桶果汁有多少公升？
1桶果汁2.8公升，3桶果汁有多少公升？

1桶果汁208公升，3桶果汁有多少公升？
1桶果汁2.08公升，3桶果汁有多少公升？

◎類比整數乘法直式算則解題
◎將2.08改記成208個0.01，算出整數答案208×3＝524 
  再改記回小數5.24
◎利用小數乘法直式算則解題：
2.08×3 
 208×3＝524(小數點往左移二位)  
 2.08×3＝5.24

























一瓶水重2.38公斤，6.7瓶水合起來重多少公斤？

2.38×6.7＝×     2.38    238  
＝     ×  6.7    ×  67  
＝               15946  
 15.946(答案)





1800÷1＝1800
  1800÷10＝180 
1800÷100＝18
1800÷1000＝1.8
1800÷10000＝( )
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             1 、 2 、 3 、 …………………            5 和 3 合起來是 8     1 個 7 、 2 個 7 、 3 個 7 、 ……… .      5 個「 7 」和 3 個「 7 」合起來是 8 個「 7 」      5 個「 7 」合起來是 35 (7 × 5)      九九乘法         1 個 10 、 2 個 10 、 3 個 10 、 ……      5 個「 10 」和 3 個「 10 」合起來是 8 個「 10 」      5 個「 10 」合起來是 50 ( 10 × 5)      十的乘法             1 個 0.1 、 2 個 0.1 、 3 個 0.1 、 ……… .      5 個 0.1 合起來是 0.5 ( 0.1 × 5)      5 個 3.7 合起來是 18 .5 ( 3.7 × 5)     1 個   1     7   、 2 個   1     7   、 3 個   1     7   、 ……… .      5 個   1     7   合起來是   5     7   (   1     7   × 5)      5 個   1 1     7   合起來是   5 5     7   (   1 1     7   × 5)        

